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Uber die Komposition der quadratischen Formen ’). 
Von 


A. Hurwitz ft. 


In den Nachrichten der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen 
vom Jahre 1898 habe ich die folgende Aufgabe behandelt: 

Es seien ~, wy, x gegebene quadratische Formen von je n Variablen. 
Die Determinanten der drei Formen seien von Null verschieden. Man 
soll nun die Gleichung 


(1) P (By, Bq, ee ey By) W(Yys Yor «+ +> Wu) =X ( Sys Sqs «+ +s Sq) 
auf die allgemeinste Weise dadurch befriedigen, daB man z,,2,,..., 2, 
durch geeignete bilineare Formen der beiden Variablensysteme 


a Sere OS Hifi, 


erseizt. 


Mit anderen Worten: Es sollen alle Systeme von n* Konstanten 


(@) 


Caf (a, B, ¢=1,2,...,%) 
bestimmt werden von der Eigenschaft, da8 die Gleichung (1) durch die 
Substitution 

n n 
2,= >) D cShae yp ($= 1, 2,...,#) 
a=1 f=1 
in eine Identitat, d. h. eine fiir alle Werte der 2n Variablen z,, 2, ..., Z,, 
Yi» Yo: --+> Y, Gultige Gleichung iibergeht. 


Da die quadratischen Formen durch lineare Transformation auf Sum- 
men von Quadraten gebracht werden kénnen, kommt diese Aufgabe sofort 
auf die folgende zuriick: 


*) Die vorliegende Arbeit fand sich unter den nachgelassenen Manuskripten von 
A. Hurwitz und ist hier, abgesehen von der Korrektur einiger unbedeutender Schreib- 
fehler, ungedindert abgedruckt. Die genaue Priifung der Arbeit verdanken wir Herrn 
L. E. Dickson in Chicago, ebenso wie einige Bemerkungen, die hier in deutscher 
OUbersetzung als FuBnoten abgedruckt sind. Die Redaktion. 
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Man soll die Gleichung 
(2) (af +ag+...+ a5) (yPt+yit---t+y)=atayt... +25 


auf die allgemeinste Weise dadurch befriedigen, daB man z,,z,,...,2 
durch geeignete belineare Formen der beiden Variablensysteme 


Bay Bars-19%, GE Fas Gor-+-9%e 
ersetzt. 


Spezielle Lésungen dieser Aufgabe bilden die bekannten Gleichungen: 
(xf + 23) (y? + 93) = (2, 95+ 2242)" + (1 Y2— 24%)” 
(zi+ 2} 5 x3 % ai) (yz ’ Y: t y3 + yi) = (2,9, + TY. + %Y3 t+ X,Y, )* 
2 
T (BY. — LeY, TF TyeY,— TMs) 
2 
+ (2, Yy — Ly Y, — Ze Ys + % Ye) 
, 2 
+ (2, 94+ Ys — ZH. — %Y:) 
und eine analoge Gleichung, welche das Produkt aus den Summen der 


Quadrate von je acht Variablen als Summe von acht Quadraten bilinearer 
Formen jener Variablen darstellt. 


A. a.O. habe ich bewiesen, daB die Gleichung (2) — abgesehen von 
dem trivialen Falle » = 1 — nur in den Fallen 
n=2,4,8 


befriedigt werden kann. Ich fiigte ohne Beweis hinzu, daB in diesen 
Fallen auBer den soeben erwahnten speziellen Lésungen im wesentlichen 
keine weiteren existieren*). 

Neuerdings habe ich nun gefunden, da8 sich die Gleichung (2) auf 
noch einfacherem und zugleich weiterfiihrendem Wege behandeln 1aBt. 
Diesen Weg will ich im folgenden darlegen und dabei sogleich von der 
nachstehenden allgemeinen Aufgabe ausgehen: 

Man soll auf die allgemeinste Weise z,, z,, ..., 2, als bilineare For- 
men der beiden Variablensysteme 


Tyr Bgy---yZy UNE Ys, Hos. - 0s Hy 
so bestimmen, daB die identische Gleichung 
(3) (a?+az+...+23)(yityit+..-+yg)=2i+2+...+23 


besteht. 


Dabei bezeichnen n und p zwei gegebene positive ganze Zahlen. 

*) Einen Beweis hierfiir, der sich im Ideengang meiner Arbeit aus dem Jahre 
1898 anschlieBt, hat Herr E. Robert in seiner demnichst erscheinenden Dissertation 
ausgearbeitet. (E. Robert, Composition des formes quadratiques de quatre et de 
huit variables indépendantes. Thése, Ziirich, 1912.) 
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Man bemerkt leicht, daB unsere Aufgabe sicher nur dann Lésungen zu- 
lassen kann, wenn n > p ist. Denn setzt man y, = 1, y,°=y,=.-.-=y, =9, 
so folgt aus (3) 


3 2 | ot — ge i ee z3 
ti+at+...+2%, = BT t+... +H, 


wo £,, Z,,..., 2, lineare Formen von z,, 2,,...,2, bedeuten. Da aber 
23+ 23+ ...+ 22 sich nicht als quadratische Form von weniger als p 
linearen Verbindungen der Variablen z,, z,, ..., x, darstellen laBt (weil 
die Determinante der Form x?+ z}-+ ...-+a} den von Null verschiedenen 
Wert 1 besitzt), so mu8 n mindestens gleich p sein. Den trivialen Fall 


p = 1 lasse ich beiseite und setze also 
(4) n>p>2 
voraus. 
I. 
Zunachst will ich einige Bezeichnungen und Satze aus der Lehre von 
den Matrizes zusammenstellen, deren ich mich weiterhin bedienen werde. 


Eine Matrix ist bekanntlich ein System von n-m Zahlen, die in ein 
rechtekiges Schema von n Horizontal- und m Vertikalreihen angeordnet 
sind. Ist 

ay Ses 


lm 
a 
(1) Awj *’ — oder (a;,) 
Bays Bras e++> By 
(guz 1,9... 5c Bae 1, Boe 


eine solche Matrix, so nenne ich n ihre Horizontal-, m ihre Vertikal- 
ordnung. Die Zahlen a,, heiBen die Elemente der Matrix A. Im Falle 
n =m ist A eine quadratische Matrix und n hei&t ihre Ordnung schlechthin. 
Es versteht sich danach von selbst, daB, wenn von einer Matrix von der 
Ordnung n die Rede ist, eine quadratische Matrix von n Horizontal- und 
n Vertikalreihen gemeint ist. 


Sind alle Elemente einer Matrix gleich Null, so wird die Matrix 
selbst mit 0 bezeichnet. Es mu8 dann aber, falls solches nicht aus dem 
Zusammenhang von selbst hervorgeht, hinzugefiigt werden, wie groB die 
Anzahl n der Horizontal- und die Anzahl m der Vertikalreihen der Ma- 
trix ist. 

Eine quadratische Matrix von der Ordnung n, deren Diagonalelemente 
a;,; simtlich den namlichen Wert a besitzen, wahrend alle iibrigen Fle- 
mente Null sind, bezeichne ich mit 


a 
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Der Index » darf fortgelassen werden, wenn kein Zweifel iiber die 
Ordnung der ,,Matrix a“ bestehen kann. 

In der Theorie der Matrizes betrachtet man bekanntlich folgende 
Operationen: 

1. Multiplikation einer Matrix A mit einer Zahl a. 

Bezeichnet A die Matrix (1), so versteht man unter aA die Matrix 

a-A4=(aa,,) (s=1,2,...,%; E=1,2,..., m). 

Statt (— 1)-A wird kiirzer — A geschrieben. 

2. Addition der Matrizes. 

Bezeichnet A die Matrix (1) und B die Matrix 
(2) Bu(d,.) (¢=—1,2,...,9°; B=1,2....,m’), 


so versteht man, falls 


, , 


n’=n, m’'=™ 
ist, unter A + B die Matrix 
(3) A+B=(a,+5,,) (¢=1,2,...,”; E=1,2,..., m). 


Addieren lassen sich hiernach nur Matrizes mit den namlichen Ord- 

nungen. Die Subtraktion kann durch die Festsetzung 
A—B=A+-(—B) 
definiert werden. 

3. Multiplikation der Matrizes. 

Falls die Matrix B ebensoviele Horizontalreihen hat wie A Vertikal- 
reihen, falls also n’ = m ist, versteht man unter dem Produkte A B der 
beiden Matrizes die Matrix 
(4) AB=(c,,) (¢=1,2,...,"; E=1,2,...,m’), 


deren Elemente durch die Gleichung 


(5) Cy, = G,,b,, + Geb, +... + 4,6 
bestimmt sind. 


An die hierdurch gegebene Definition der Multiplikation der Matrizes 
kniipft sich folgende Betrachtung. Man ordne der Matrix A zm die li- 
neare Substitution 


(6) = 4,9, + Fig ¥e t+--- +49, (t=1,2,...,%), 


wobel 2,, %,,--+5%,5 Yy> Yor +--+» Y», Variable bedeuten. Wenn nun aus 
diesen Variablen die Matrizes 


a; ¥; 


(7) -|* =-.| % 


t, Ye 
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mit den Ordnungen n, 1 bez. m,1 gebildet werden, so sind die Glei- 
chungen (6) gleichbedeutend mit der einen Gleichung 
(8) za=mAy,. 


In entsprechender Weise kann die der Matrix B entsprechende lineare 
Substitution durch die Gleichung 


(9) y= Bz 
dargestellt werden, wo z die aus m’ Variablen z,, z,,..., Zw gebildete 
Matrix 
% 
(10) 2-|* 
Zon! 


bedeutet. Die Gleichungen (5) besagen nun, da8 durch Elimination der 
Variablen y,, ¥.,---> Y»_ U8 den Gleichungen (8) und (9) 


(11) 2 =(AB)z, 


also die zur Produktmatrix AB gehérende Substitution folgt. 


Bezeichnet C eine Matrix, deren Horizontalordnung gleich ist der 
Vertikalordnung von B, und ist 


(12) z=Ct 


die (8) und (9) analoge Darstellung der zu der Matrix C gehérenden Sub- 
stitution, so ergibt die Elimination der Variablen y und z aus (8), (9) 
und (12) sofort 

a2=(AB)Ct=A(BC)t 
und daher 
(13) (AB)C = A(BC). 


D.h. die Multiplikation der Matrizes unterliegt dem assoziativen Gesetze. 
DaB fiir die Addition und Multiplikation der Matrizes das distributive 
Gesetz gilt, daB also 


(A+0C)(B+D)=AB+AD+CB+CD 
ist, folgt sofort aus der Tatsache, daB die Elemente der Produktmatrix 
nach (5) linear und homogen in den Elementen der Faktorenmatrizes sind. 
4. Ubergang von einer Matrix zu ihrer konjugierten. 
Vertauscht man in einer Matrix A die Horizontal- mit den Vertikal- 
reihen, so entsteht eine neue Matrix, welche die konjugierte von A heiSt 
und durch Anhangung eines Akzentes, also mit A’, bezeichnet wird. Es 


ist demnach 
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Qyy> as5 seey Gy 
(14) A’ = Gye) 4.2, s++9 Ane 
GB, n> Femnr > One 
oder 
(15) A’ =(a@jz) (Gj, = @y;,4= 1, 2,...,m; B=1, 2,..., 2). 


Man iiberzeugt sich leicht, daB folgende Gesetze gelten: 
(16) (aA)'=aA’, (A+ B)'=A'+B’, (AB)'=B'A’. 

Fiir manche Untersuchungen ist es sehr bequem, eine Darstellung 
der Matrizes zu verwenden, bei welcher die Elemente selbst Matrizes sind. 
Die einfachsten Fille einer solchen Darstellung finden sich schon in der 
grundlegenden Abhandlung von Laguerre*). Allgemein ist sie im Anschlu8 
an eine von mir gehaltene Vorlesung von Herrn H. Kreis in seiner Disser- 
tation*) dargelegt werden. Betrachtet man zwei Matrizes mit derselben 
Horizontalordnung n und den Vertikalordnungen m und m’ 


Biy> Byar oe My b> bo, 00 Oy 
Barr Bras -++r Bam bia er 
so entsteht dadurch, daB man B neben A stellt, die Matrix 
G35 By sth Gsm? b,,; Pres ee 9 b, 
(A ‘ B) = ; 
Gi4> G,9> aphea?s* ne O. bio ts Ba’ 
von der Horizontalordnung n und der Vertikalordnung m + m’. Allgemeiner 
erhalt man aus beliebig vielen Matrizes A, B,...,Z von der namlichen 
Horizontalordnung nm und den bez. Vertikalordnungen m, m’, ..., m” 
durch Nebeneinanderstellen die Matrix (A, B,..., Z) von der Horizontal- 
ordnung n und der Vertikalordnung m + m’ +-... + m). 


In entsprechender Weise kann man Matrizes mit derselben Vertikal- 
ordnung m und den bez. Horizontalordnungen n, n’, ..., n” unterein- 
anderstellen und dadurch eine neue Matrix mit der Vertikalordnung m 
und der Horizontalordnung n+ n’ + ...+ n“ bilden. 

Liegen nun r-s Matrizes 

Acy (t= 1,2,...,7; Bae 1, 2, ..., 8) 


vor, 8o beschaffen, daB die Matrizes mit demselben ersten Index i dieselbe 
Horizontalordnung mn; und die Matrizes mit demselben zweiten Index k 


*) (Euvres 1 (Paris 1898), 8. 221—267. 
‘) H. Kreis, Contribution a Ja théorie des systémes linéaires. Thése, Ziirich, 1906. 
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dieselbe Vertikalordnung m, besitzen, so erhailt man durch Nebeneinander- 
stellen die r Matrizes 


(A,j,, Aja, «++» Aj,) (¢ = 1,2,...,f). 
Stellt man weiter diese r Matrizes untereinander, so entsteht eine Matrix, 
welche durch 
Bas Beats + 4 


As, Ag, ++ +1 Ap, 


(17) A= oder (A,;,) 


y or A,., "7 A,, 


(Gam kD, By cocg Ve SWE, Bi coe O) 


bezeichnet werde. Diese Matrix A hat die Horizontalordnung 
n,+n,+...+m, und die Vertikalordnung m, + m,+...+m,. 

Die urspriingliche Darstellung (1) der Matrizes, bei welcher die 
Elemente a,, Zahlen sind, ist ein spezieller Fall der Darstellung (17). 
Wenn namlich die Matrizes A;, simtlich die Horizontalordnung 1 und 


die Vertikalordnung 1 besitzen, so sind diese Matrizes nichts anderes 
als Zahlen. 


Der Hauptsatz, welcher sich an die verallgemeinerte Darstellung (17) 

der Matrizes ankniipft, ist dieser: Es sei 
ey 
(18 B= B,,, ser + ey By, 


it 


oOo a 


st’ 
eine Matrix, deren Element B,, eine Matrix von der Horizontalordnung m; 
und der Vertikalordnung /, ist. Dann ist 

Cay y Oygs oor Oy, 


(19) AB = Cu Orgs +++ Cay 


dh, Cine inn ts 
wobei die Matrix C;, durch die Gleichung 
(20) C,;, = A,;,B,, + 4;.Be,+--- +A4;,B,. 
(fund SB, 0S BE Be ava 
gegeben ist. Mit anderen Worten: die Multiplikation der Matrizes (17) 


und (18) vollzieht sich geradeso, als ob die Elemente A;, und B,, 
Zahlen waren. 


Der Beweis fiir diese Tatsache wird am einfachsten so gefiihrt: 
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Es seien 
2), 2, cnen 2”, 
y™, y™, — y”, 


¢ (t) 
s™, 2, ...,8 


Matrizes von der Art der Matrizes (7). Und zwar sei die Matrix x 
mit n, Variablen, die Matrix y® mit m, Variablen, die Matrix z® mit 
1, Variablen gebildet. Dann la8t sich die der Matrix A entsprechende 
lineare Substitution durch die Gleichungen 


(21) 2 = Ay + A,y?+...t+A,y® (¢=1,2,...,1r) 


darstellen, welche die in den Matrizes x enthaltenen n, -+-n,+-...+ n, 
Variablen als lineare homogene Funktionen der in den Matrizes y“ ent- 
haltenen m,-+-m,-+...-+m, Variablen ausdriicken. In entsprechender 
Weise wird die zur Matrix B gehérende lineare Substitution durch die 
Gleichungen 


(22) y® = Be + Bi2%+...4B,2% (¢=1,2’...,8) 


dargestellt. Ersetzt man nun in den Gleichungen (21) die Matrizes y“ 
durch ihre Ausdriicke (22), so entsteht das Gleichungssystem 


(23) 2@ — C,.29 + C,,2%+4-...+C,,2% (¢=1,2,...,1r), 


wobei C;, durch (20) gegeben ist. Da nun das Gleichungssystem (23) 
die der Matrix AB entsprechende lineare Substitution darstellt, so ist 
hiermit der Beweis des obigen Satzes erbracht. 

Falls unter den Elementen der Matrix (17) Nullmatrizen vorkommen, 
so werden diese zur Vereinfachung der Notierung fortgelassen. So be- 
deutet z. B. 


he 
(24) D = | ” | 


eine Matrix, fiir welche alle auBerhalb der Diagonale stehenden Elemente 
Nullmatrizen sind. Die Bildung des Produktes DA vollzieht sich nach dem 
obigen dadurch, daB8 die Horizontalreihen von A der Reihe nach links- 
seitig mit D,,, D,,.,..., D,, multipliziert werden, d.h. es ist 


D,,A,,, Dy Ajg, ---; D,,A,, 
Dy, Az,, Dy Aso; ---; D,,A,, 
(25) Sawa sae: Sf 
OB, Mi D, Msi ia BD A 


vr re 
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Analoges gilt fiir die rechtsseitige Multiplikation einer beliebigen Matrix 
mit einer solchen ,,Diagonalmatrix“ D. 
SchlieBlich ist noch zu bemerken, daB die konjugierte der Matrix (17) 
offenbar durch 
ns, Mins.» +5 Mes 


(26) A’ == A}, Ag, .-., Ars 


Aisy Assy -++s Are 
vorgestellt wird, wobei allgemein Aj, die konjugierte der Matrix A,, be- 
zeichnet. Die Horizontalreihen der als Zahlenmatrix (d.h. in der ur- 
spriinglichen Gestalt (1)) geschriebenen Matrix (17) stimmen nimlich mit 
den Vertikalreihen der als Zahlenmatrix geschriebenen Matrix (26) iiberein. 


Il. 


Die bilinearen Formen 3,, j.,---, 4,» um deren Bestimmung es sich 
handelt, setze ich in die Form 


(1) Bi = BiYs + BjgYo +--+» + OnY, (8=1,2,...,m), 
wobei die Koeffizienten a;, lineare homogene Funktionen der Variablen 
%,,%,...,%, bedeuten. Damit nun die identische Gleichung 

(2) atte. rie Bt agt... tae) + y+... yt) 


bestehe*), ist erforderlich und hinreichend, daB 
(3) @,,0,,+4,,0,+...+6,,¢,,= 22 +a23+...+2% oder =—0 


sei, je nachdem i = k oder i + k ist. 


5) [Einige dem Manuskript nachtriglich zugefiigte Formeln von Hurwitz besagen 
folgendes: fiir das Bestehen der Identitat 


2 


z2+...+20=(a8+...+22)(y?+...+yf) 
2y = Qi Yr +... + Bighe 
haben wir die Bedingungen (3), worin jetzt i,k=1,2,...,q. Die Bedingungen sind, 


gesetzt, aquivalent mit (5), worin jetzt die rechte Seite als eine Matrix g-ter Ordnung 
aufzgufassen ist. Daraus ergibt sich (9), worin die A,, ebenso wie A, als Matrizes 
von Horizontalordnung » und Vertikalordnung gq aufzufassen sind. (Aber die Uber- 
legung von (10) an gilt nur fiir den Fall g=n.) L. E. D.] 
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Die Gleichungen (3) besagen aber nichts anderes, als da8 die Matrix 
Fiz» Bygr -+ + By 


se Ghar + +>) Ge 


14) A= 


ni? G2 +eey@ 


der Bedingung 
(d) A'A = (a? + 23 + +23 


geniigen muB. Die rechte Seite der Gleichung (5) bedeutet dabei die- 
jenige Matrix n-ter Ordnung, deren Diagonalelemente samtlich gleich 


x; — 2} —...+ 22 sind, wahrend alle iibrigen Elemente verschwinden. 
Da die Elemente der Matrix A lineare homogene Funktionen der 

Variablen z,,2,,...,%, sind, so lat sich A auf die Form 

(6) A= 2,4, + %,A,+...+ 2,4, 

bringen, wobei A,, A,,..., 4, Matrizen mit konstanten Elementen be- 


zeichnen. Hierdurch geht (5) iiber in 


vy 


7) ie, A; 4 z,A,+...+2,A,)(2,4,4 %,A, + ...+ %pAzq) 


(v2 + a3 +...+ 23). 


y 


Fiihrt man die Multiplikation aus, so erkennt man, daB unsere Aufgabe 
auf die folgende zuriickkommt: 


Man soll alle Systeme von p Matrizes n-ter Ordnung 


(8) A,, A,,...,4, 

bestimmen, welche den Gleichungen 

(9 A,A,=1, A,Az+A,4,=0 (h, E=1, 2,..., 9; hk) 
gentigen. 


Setzt man nun, unter ¢ die imaginare Einheit verstanden, 


(10 A, =iA,B,, A,=iA,B,,..., A iA B 


p-1 ee me 

so gehen die Bedingungsgleichungen (9) nach leichten Umformungen in 

folgende iiber: 

(11) A4,A,=1, BB——1, Bt+B—0, BB+ BiB, =—0 
(h,k=1,2,...,.p—1; h+k). 


Die auf die Matrizes B beziiglichen Gleichungen lassen sich durch folgende 
ersetzen: 


(12) B,=-—B,, Bi=+1, B,B,=—— BB. 
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Wenn umgekehrt B,, B,,...,B,_, den Bedingungen (12) geniigen, und 
A, der Bedingung A,A,—1, welche aussagt, daB A, eine orthogonale 
Matrix sein soll, so werden die Matrizes (10) die Bedingungen (9) be- 
friedigen. Es geniigt demnach, folgende Aufgabe zu lésen: 

Man soll alle Systeme von p -—-1 Matrizes n-ter Ordnung 
(13) B,, B,,..., B,_, 


bestimmen, welche schiefsymmetrisch sind (d.h. den Bedingungen B, = — B, 
geniigen) und iiberdies die Gleichungen 


(14) B=1, BB=—BeB, (h, k=1,2,....p—-1;h +k) 
befriedigen. 
Ill. 
Zunachst sehe ich von den Bedingungen B, = — B, ab und betrachte 
also die Systeme 
(J == (B,, B,,..., B, ,) 


von p—1 Matrizes n-ter Ordnung, welche den Gleichungen (14) der 
vorigen Nummer geniigen. Bezeichnet 7 irgendeine Matrix n-ter Ordnung 


von nicht verschwindender Determinante, so wird gleichzeitig mit > auch 
das zu = ,,ahnliche“ System 
{2 Ps get: ! 8 gee | ei Tae) 


den Gleichungen II, (14) geniigen. Zwei Lésungen dieser Gleichungen, 
wie + und 7 >7"*, die einander dhnlich sind, solJen als nicht wesentlich 
verschieden angesehen oder auch als ,,aquivalent** bezeichnet werden. Dem- 
nach kann man in einem Lésungssystem (1) an die Stelle einer der Matrizes 
B,, irgendeine ihr &hnliche treten lassen, d.h. sie durch eine beliebige 
Matrix 7 transformieren. Denn wenn nur die iibrigen Matrizes durch 
dieselbe Matrix 7’ transformiert werden, bleibt das Lésungssystem nach 
der getroffenen Festsetzung wesentlich ungeandert. 

Die Matrix B, ist nun, da sie der Gleichung B! =1 geniigt, bekannt- 
lich ahnlich einer Diagonal-Matrix, deren Diagonalglieder einen der Werte 
—-1 und —1 besitzen, also einer Matrix der Gestalt 

en 
—1,--/ 
Da aber B, B, B]' = — B,, also B, ahnlich zu — B, ist, so geht das System 
der charakteristischen Wurzeln von B, durch Vorzeicheninderung aller 
Wurzeln in sich iiber. Daher muB r=n—r, d.h. n= 2r eine gerade 
Zahl sein und man darf also in dem System (1) 


(3 . B,=("_,) 
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voraussetzen, wobei die Elemente von B, Matrizes von der Ordnung r = : 
bedeuten. Sei nun 
ab 
(4) B= (¢ a) 
irgend eine Matrix n-ter Ordnung, unter a, b,c, d Matrizes der Ordnung = 


verstanden. Es ist dann 


B,B—(_%_4), BB,—(% —4). 
Hieraus ersieht man: 


Die aligemeinste Losung B der Gleichung 


(5) B, B= BB, 
lautet 
(6) B= [*}, 
und die allgemeinste Losung B der Gleichung 
(7) B,B-= BB, 
lautet 
(8) B- agg 3 
Fiir die letztere Matrix ergibt sich 
2 be \ 
B= ( eb/” 


Soll daher die Matrix (8) der Bedingung B°—1 geniigen, so hat sie die 
Gestalt 
(8’) B=(,-.’). 
Insbesondere werden also die Matrizes B,, B,,..., B 
besitzen. Ist nun etwa 
b 
By=(,,."), 
2 b, 1 


so geht B, durch Transformation mit 


r—(',) 


TB, T=(_ 7 


‘ 


- diese Gestalt 


iiber, waihrend die Matrix (3) durch Transformation mit 7 in sich iiber- 
geht. Demnach darf man in dem Systeme = 


(9) B,=('_,). B,—(,") 
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voraussetzen, wahrend 
b 
B,=(,-1 ) (A= 3,4,...,.p—1) 


ist. Die Gleichung 
B, B, = — B,B, 


ergibt by '= — by, oder 
b = — 1. 
Setzt man 6,=iC,, so kommt 
(10) B,=(_,..°%) (h=38,4,..., p—1) 
und 
(11) Ci=1, O,C,=-—0,0C, (h+k), 


welch’ letztere Gleichungen aus B, B,= — B, B, folgen. 
Es gilt also der Satz: 


Betrachtet man Ghnliche Systeme als nicht wesentlich verschieden, 
so lautet das allgemeinste System 


(12) > = (B,, B,, B,, ..., B,_,) 
von p—1 Matrizes n-ter Ordnung, welche den Gleichungen II, (14) 
geniigen : 
1 1 ic, 
| %.=('_,). B,—( ) B= (ic, ) 
(13 
iC,\ = iC,_,) 
| 2. (lig: jee B (ae, )» 
wobei 
(14) 2, = (C,, C,,...,C,_,) 


das allgemeinste System von p—3 Matrizes der Ordnung > bedeutet, 
welche den Gleichungen 
(15) Ci=1, ©O,C,=—OC,C, (h, k=8,4,..., p—1; hk) 
gentigen. 

Diese Gleichungen besitzen dieselbe Gestalt, wie die Gleichungen IT, (14). 
Daher la8t sich der vorstehende Satz wiederum auf das System 2, an- 


wenden. Dadurch wird die Bestimmung von 2, zuriickgefiihrt auf die 
Bestimmung des allgemeinsten Systemes 


(16) 2, =(D,, D,,...,D 
von p—5 Matrizes der Ordnung 7 welche den Gleichungen 


p-1) 


(17) Di=1, D,D,=—D,D, (h,k=5,6,...,p—1; hk) 
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geniigen. So fortfahrend gelangt man schlieBlich zu einem Systeme 


(18) ~,-1 = (Ly, -1, Ls,); 
wenn p— 1 = 2r gerade ist, resp. zu einem Systeme 
(19) =, = (Le,41)> 


wenn p— 1=2r-+1 ungerade ist. 
In dem Systeme (18) bedeuten L 


L,, Matrizes der Ordnung i . 
welche den Gleichungen : 


Sr-1? 


Liv-s =1, Li= 1, Ly,-1 La, = —_ Ls, Dey-1 
geniigen. Nach der obigen Analyse ist demnach das System 2, , nicht 
wesentlich verschieden von dem Systeme 


’ /1 \ 1 \ 
(20) L = L.. = }, 


sh oe? ar 1 


wobei die Elemente der Matrizes (20) Matrizes von der Ordnung = sind. 


In dem Systeme (19) bedeutet L,,,, eine Matrix der Ordnung ~, 
welche der Gleichung P 
Liv+t = 1 
geniigt. Das System 2, ist demnach nicht wesentlich verschieden von 

dem aus einer Matrix der Gestalt 


(21) Lapis =("" 1,) 
—I, 


bestehenden Systeme, unter «,f zwei nicht negative ganze Zahlen von 
der Summe 


verstanden. 


Es ist nun noch folgendes zu bemerken. Nach dem obigen Satze ent- 
spricht dem Systeme 2, vermége der Gleichungen (13) ein bestimmtes 
System =. Ersetzt man nun das System 2, durch das nicht wesentlich 
verschiedene 


2,=7T2,7T'=(TC,T",..., TC 


p-1 


ie 
so tritt an die Stelle des Systems > das aus den Matrizes 


B, = B,, B, = B,, B,=( ‘7c, ier 


-iTc r-* (Au 3, 4, ...) pI 
bestehende System >. Es ist aber 


B,=UB,U~ (nnd 8, ..-. +t), 
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wenn U die Matrix 


bedeutet. Das System S ist also nicht wesentlich verschieden von dem 
System 2. Beriicksichtigt man diese Tatsache, so erkennt man, daG 
folgender Satz gilt, welcher die vorhergehenden Uberlegungen resumiert : 


Es sei die Aufgabe vorgelegt, ein System = von p—1 Matrizes 
n-ter Ordnung 
(22) 2 =(B,, B,,...,B 


tie) 
zu bestimmen, welche den Gleichungen 
(23) Bo=1, B,B,=—B,B, (h,k=1,2,..., p—1; hk) 
geniigen. Man hat dann die beiden Falle zu unterscheiden: 
1. Fall: p—1+=2r ist eine gerade Zahl. 


In diesem Falle besitzt die Aufgabe dann und nur dann Auf- 
lésungen, wenn n durch 2" teilbar ist. Ist diese Bedingung erfiillt, so 
erhalt man eine Auflésung auf folgende Weise. Bezeichnet 


(24) == (Nonsis Nanses ++ Ny-1) (2k+1<p) 


irgendein System von p—1—2k Matrizes der Ordnung nt 80 ver- 


stehe man unter 2,_, das von den Matrizes der Ordnung : ~ 


1 1 
(2 a =( _1) Mar=(, ): 
Zo) ‘ ‘ * a7 
M = ‘Maves), a = tN,-, 
| reside a Nd iP —iN,-, 


gebildete System |wobei die Elemente dieser Matrizes selbst Matrizes von 
der Ordnung *s sind). 


1 


Man bilde nun zundchst das System =, _, bestehend aus den beiden 
Matrizes der Ordnung art 
(I 1) 
\ -1/9 \ }» 
wobei die Elemente dieser Matrizes selbst Matrizes von der Ordnung ~: 
sind. Von >, ausgehend, steige man sukzessive auf zu den Systemen 


X,_9» 2p-gs +++» Xo Das System &, stellt dann eine Auflésung unserer 


Aufgabe vor. Jede andere Aufldsung = ist dieser Auflésung 5, ahnlich. 
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2. Fall: p—1=—2r-+1 ist eine wngerade Zahl. 

In diesem Falle besitzt die Aujgabe dann und nur dann Ax}- 
lésungen, wenn n durch 2" teilbar ist. Ist diese Bedingung erfiilli, so 
erhalt man eine Aujflésung auf folgende Weise. Man zerlege = in zwei 
nicht negative Summanden «, 8: 

= =a-+ B 
und bezeichne mit > das aus der einen Matrix von der Ordnung = 


("-1,) 


bestehende System*). Von >, auggehend, steige man (genau nach der im 
ersten Fall gegebenen Vorschrift) sukzessive auf zu den Systemen 
2,3» 2-9 «++» 2p. Das System &, stellt dann eine Auflésung unserer 
Aufgabe vor. Da die Zerlegung von = in zwei nicht negative Summanden 
auf = +1 Weisen méglich ist, so ergeben sich ebensoviele Aufléswngen 
der Aufgabe. Jede andere Aujflésung ist einer (und, wie sich zeigen 
laBt, auch nur einer) dieser = +1 speziellen Aufldsungen dahnlich. 

Im Falle der Lésbarkeit der betrachteten Aufgabe hat man entweder 


p=27+1, n=2'm, 


oder 


Soll nun insbesondere p= sein, so muB der letztere Fall statt- 
finden, wenn von der trivialen Méglichkeit r—0, also p= n=1 abge- 
sehen wird. Dann muB also 


p=n=2r+2=—2'm 
sein. Sobald r > 3, ist nun 27 + 2 < 2’ und es sind daher nur die Fille 


r=), 1,3 méglich, wobei dann beziiglich 


p=n= 2, 4, 8, Son 8,8, 1 


wird. Der obige Satz ergibt daher folgendes spezielle Resultat: 
Die Gleichungen 
(26) Be=1, B,B,=—B,B, (h,k=1,2,....n—1; h+k) 


*) Im Falle 8=0 ist die obige Matrix durch die Matrix 1 von der Ordnung = 
zu ersetzen; im Falle « = (0 durch die Matrix —1. 
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sind in Matrizes n-ter Ordnung (n>1) nur lésbar in den drei Fallen 
a=2, n=4, 2=8. 
Im Falle n = 2 handelt es sich um die eine Gleichung 
(27) Bi =1 
und jede Lésung ist einer der folgenden drei Lésungen &hnlich 


(28) B,=1, B,=-—1, B,=('_,). 


Im Falle n = 4 hat man die Gleichungen 


(2%) 


| B!= By = B; = 1, B,B,=—B,B,, B,B,=—— B,B,, 
\ B, B, = -- B, B,, 


deren allgemeinste Lésung dhnlich ist einer der drei speziellen Lésungen 
a4 = * E iB) 

(30) B, ; —1,/° B, ‘8 }? B,= \-iB }» 

unter B eine der drei Matrizes zweiter Ordnung (28) verstanden. 

Im Falle n =8 endlich, ist jede Lésung der Gleichungen (26) ahn- 
lich einer der beiden folgenden. Man bilde zunichst die drei Matrizes 
zweiter Ordnung 
‘ r 1 y l ee 
(31) N= sake N,= \1 ’ N,=e\_; ), 
nnter « einen der beiden Werte +1, —1 verstanden; sodann die fiinf 
Matrizes vierter Ordnung 


_ ly oF oe _¢  oM ee 
(32) M,= <a M,=\). }? | ae = \ NM, ) (k=1,2,3) 
und endlich die sieben Matrizes achter Ordnung 
i os 1,\ i My\ <a 
(88) B= ("_ 1), B= ("Base (sag MY) 6=102,8,4,5). 
Diese sieben Matrizes stellen nun sowohl fiir e=-+1 als auch fir 
é=--1 eine Lésung der Gleichungen (26) im Falle n = 8 vor und jede 


andere Lésung ist einer dieser beiden durch (33) definierten Lésungen 
ahnlich. 


IV. 
Man hat nun die Aufgabe, unter den Lésungen der Gleichungen 
(1) By=1, B,B,=—B,B, (h+k; h,k=1,2,..., p—1) 


diejenigen auszusuchen, die aus schiefsymmetrischen Matrizes n-ter Ord- 
nung gebildet werden, fiir welche also 


B,=— By (h=1,2,...,p—1) 


Mathematische Annalen. 88. 2 
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ist. Nach der vorigen Nummer haben wir die Systeme 


M 


y . . : 

(2 { pe eee y~-3 (p—1=2r) 
=) ° 
} s 
—. 


| bez. Bos 2s» y og (p- 1 = 2r+1) 


von rechts nach links zu bilden, ausgehend von 


j | ae oe \ 
2... = || Ax Ordnung der Elemente ™ 
r —}/ \l Q° 
: ] \ n \ 
bez. >= ge +. — —)}, 
: —1,) p 2") 
Jede Lésung von ‘1) ist dann 2, ahnlich. 
Wenn 
; 2, = (C,,C,,; »Ci_+) 
so ist 
B, 8, B, on 
eed ket a ee ea i re 
0 1 iP wee ~é¢.. 


Unsere Aufgabe ist nun, 7’ so zu bestimmen, daB 


(TB,T")'=—TBT" (h—1,2,...,p—1) 


oder 

(T’) BT’ =—TB,T™' 
oder 

B,T'T - —T'TB, 

oder 
(3) U B,=— BU 
wird, wo 
(4) T'T=—U 


gesetzt ist. Damit bei gegebenem U eine Matrix 7 von nicht ver- 
schwindender Determinante, die (4) befriedigt, gefunden werden kann, 
ist erforderlich und hinreichend, daB U’=U ist und die Determinante 
von U nicht verschwindet‘). 


7) [Wenn u' = U und die Determinante von U von 0 verschieden ist, so ist U 
die Matrix einer qadratischen Form Q, die in die Form 
q=2z,+25+...+22 
transformiert werden kann. Die Matrix von q ist die Einheitsmatrix 1. Bezeichnen 
wir mit 7 die Matrix der Substitution, die q in Q iiberfiihrt. Dann ist bekanntlich 


T’.1.TeU oder T’T=U. 


Der Beweis der spiter folgenden Formel (17) ie der gleiche, der von (16) ist ahn- 
lich. L. B. D.) 
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Man hat also U so zu bestimmen, daB 


; { UB, =— BU, 
(3) | o’'=U, Det.U+0 
wird. Sei nun 
(X U, 
e~'9 Ww) 
wo die Elemente X, U,, V, W als Matrizes von der Ordnung * voraus- 


gesetzt werden. Die Gleichungen UB,=— B, fir h—=1 und h=2 
geben dann 


(Fm) a)=— (ta) Fw)» Cow) G) =— ") Gow): 


\vw) | vw! 
d. i. 
(5-8) 66 ERS U, x) 7 (Y w) 
\v-w/=~\-v-w/> \wv/>~ \xy,/ 
Folglich ist X =W=0, V=—Q,, dh. 
“ v~ (2,8) 


Wegen U’= U mub U; = — U, sein, wegen Det. U +0 auch Det. U, +0. 
Da weiter fiir h > 2 die erste Gleichung (5) 


" iCy\ _ -( “ey * 
(és Lois ) iC, -U, : 


tee Cy 


d. i. 

iQ, U, 
_iu,0)' — vt 
lautet, so folgt 
‘ U,C,=C'U,~z (k= 3,4,...,p—1), 
4) =. Bede. 
Um also die zum Systeme 2, gehérenden Matrizen U, welche die Glei- 
chungen (5) befriedigen, zu bestimmen, hat man die zum Systeme 2, ge- 
hérenden Matrizen U, aufzusuchen, welche (7) befriedigen. Indem man 
weiter 


_. (ine 
U, = (yw) 


setzt, wo die Elemente von der Ordnung “ sind, ergibt sich aus (7) fiir 
h=3 und h=4, daB 
(8) U,=(",), Uj=—U,, Det.U, +0 
sein muB, und da 
Cc, = (h = 5, 6,...), 
Qe 


foam) 
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so folgt 
(9 U,D,=— D,U:, (h=5,6,... 
=e U,=—U,, Det.U, +0. 


Den Gleichungen (9) 4 = 5, 6,... entsprechend mu8 weiter 


U, \ 
U, sa (_ U, ] 
a { U,£,=— E,U; (h=7,...), 
“—s | U,=0,. 
SchlieBlich wieder 
"a 
U,=| U, } 
- U,F,= —FiU, (h=9,...) 
U,=U,. 


So fortfahrend erhalt man den Systemen 

(12) a? | a ae 
entsprechend die Matrizes 

(13) Os Car Ges Ge, --- 


so beschaffen, daB in leicht verstandlicher Schreibweise 


, 


ry W771... ays. 7 sn. s” 
{ UX,U*=—2, U,2,U;'=3,, U,3,0;'=— 
Sy -, y’ . —1 ad al , 
\ U,=; U; ~~ ae U, =; U; oe 24> 


ist. Ferner 


. f U a | | _, 
(15) U=(__ ), U, =( os v.=(_,™), u,=(",), oe 
i 3° 


a , a’ 


(14) 


und 
U’=U, U,=—U,, U,=—U,, U,=U,, U.=Y,, ... 
Die Matrizes U miissen iiberdies von nicht verschwindender Determinante sein. 
Ich betrachte zunichst den Fall 1) p—1—2r. Es ist dann 


; an ),(,") 
r-1 :: aa og 


(Elemente von der Ordnung i) 
Das System der Matrizes (13) schlieBt mit U,_, und zwar ist U,_, 

bestimmt durch die Bedingungen 

1°) U,-13,-,072,=—3,-1, U;-1=U,-1, wenn r—1=0 (mod 4), 

1°) U,-12,-10721= 3-1, U;-1=—U,-1, wenn r—1=1 (mod 4), 

1°) U,-13,-1072; = — 3-1, U,-1=—U,_,, wenn r—1=2 (mod 4), 

1) U.ukh Teoh, Cam U,-1, wenn r—1=8 (mod 4). 





Komposition quadratischer Formen. 21 
Diesen Fallen entsprechen die folgenden Ausdriicke fiir U,_,: 
I‘) U,sr=(_y"), V=—V, r=1 (mod 4), 


1°) U,.1= ee V’=—V, r=2 (mod 4), 
1°) U,r=(_,"), Vi=V,  1==8 (mod 4), 
1) U,1=(",), W'=V, £0 (mod 4). 


Da in den Fallen 1") und 1”) V schiefsymmetrisch und von nicht 
verschwindender Determinante sein mu8, so mu8 die Ordnung = gerade, 
d.h. » durch 2°** teilbar sein. Ist sodann V™ eine spezielle schief- 
symmetrische Matrix von nicht verschwindender Determinante und der 
Ordnung ™., so ist 

2° 
(16) V=S'V"S 
die allgemeinste, wo S eine beliebige Matrix von der Ordnung ; und 
nicht verschwindender Determinante bezeichnet. 

In den Fallen 1°) und 1°) bedeute V eine spezielle symmetrische 
Matrix von der Ordnung = und nicht verschwindender Determinante, z. B. 
v—1, dann ist 
(17) V=S'V"S 
die allgemeinste, wo wieder S eine beliebige Matrix von der Ordnung = 
und nicht verschwindender Determinante bedeutet. 


Die der Annahme VY = V™ entsprechende Reihe von Matrizen (13) 
werde nun mit 


(18) ou” — 4! UM a. (@ sah 
bezeichnet. Dann entsteht die der Annahme 

V=S'V"S 
entsprechende Reihe folgendermaBen. Es sei 
ES Ot ee Ss: 
so 1st 
(20) _ U=8,0"S,, U, =8,US,, U, -= 8,0S,, ... 


Die allgemeinste Lésung der Gleichungen (1) in schiefsymmetrischen 
Matrizes wird nun durch das System 


(21) Ts,T™ 
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vorgestellt, wo 7' der Bedingung 
(22) T’T =—S8'U"S 


geniigt *). Eine spezielle Lésung erhalten wir, wenn S = 1 genommen und 
entsprechend 7’ aus 


(23) (r@)’ a : yu 

bestimmt wird. Diese spezielle Lésung wird durch das System 

(24) se, To wv po-s 

= = <j» 

dargestellt. Um die allgemeinste Lésung zu erhalten, setzen wir in (22) 
(25) T=—RT"S. 


Es ergibt sich 
S(T) R' RT S=S'U"S 
und nach (23) 
(26) R'R=1. 
Das System (21) wird daher 
RT’ SSS or. R™ 

oder, da S,S”~' = 3, ist*), 
(27) RBI™R*, 
wo RF eine orthogonale Matrix bezeichnet. 

Nach den Formeln der Nr. II entspricht dem System R22 R™ 
eine Matrix 

| A =(z,4,+2%,4,+...+2,4,) 

(28) = A, (tx, B, + tx, B, +... tz, ,B,_.+2,) 
| = A, R(iz, BO + iz, Be +... + 7s 
wobei A, eine beliebige orthogonale Matrix bezeichnet. Ersetzen wir A,R 
durch R, wie R™* durch R,, so nimmt (26) die Form 


(29) A=R,AR, 


an, wo nun A™ eine spezielle Lésung der Gleichung (5) in Nr. II vor- 
stellt, R, und R, zwei beliebige orthogonale Matrizes bezeichnen. 


*) [In (22) und in den folgenden Formeln echreibt Hurwitz S anstatt S,. L. EZ. D.) 

*) [DaB SS,S~* = >, ist (eigentlich S,5,S,°, vgl.*)), wird so bewiesen: die 
durch (19) erklairte Matrix S,_, transformiert offenbar S,_, in sich selber; die Ele- 
mente von 3,_, sind 1 und —1, wo 1 die Einheitsmatrix bedeutet, die dieselbe Ord- 
nung besitzt, wie S in Formel (19). Beachten wir den Bau der Systeme 2,, 2,, ... 
(vgl. 8.15), so sehen wir, daB S,_, 3, _, in sich selbst transformiert usw., und 
endlich, daB S, , in sich selbst transformiert. L. EZ. D.} 
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Aus dem Zusammenhang, in welchem die Matrix A mit dem urspriing- 
lichen Probleme steht, folgt nun schlieBlich: 


Es sei die Aufgabe vorgelegt, 3,, 3., ---, 3, a8 bilineare Formen der 
beiden Variablensysteme 
Wy, Bgye ery Ly UNE Ys, Yq, - ++ My 
so zu bestimmen, daB die identische Gleichung 


(30) (af +agz+...tap)(yitgeit-..-t¥)=atat+---+éae 


besteht, wobei p > 1 vorausgesetzt wird. 
Wenn nun 
p=2r-+1 


eine ungerade Zahl ist, so ist die Aufgabe dann und nur dann ldsbar, 
falls n durch 2" teilbar ist, im Falle daB r= 0 oder 3 (mod 4) ist, da- 
gegen n durch 2°** teilbar ist, im Falle, daB r=1 oder 2 (mod 4) ist. 
Ist diese Bedingung erfillt, so entsteht aus einer Lésung 3°, 3, ..., ae’ 
die allgemeinste Lésung, indem man in dieser Lésung y,, ¥,,--+s Yn 
einer beliebigen orthogonalen Transformation wunterzieht und ebenso 
ai, a0, «++» 0 etmer anderen beliebigen orthogonalen Transformation 
unterwirft. 
Hierzu ist noch folgendes zu bemerken: 


Besteht die Identitat (30 ) fiir bestimmte bilineare Formen 3, , 4, .--, 4, 


der Variablensysteme z,,..., x, und y,, Y¥., ---, y,, und ebenso die Identitat 
(31). (wt? +ad+...+23) (git yit...t9)=—04+04+...46 
fiir bestimmte bilineare Formen ¢,, ¢,,...,¢,, der Variablensysteme 
%,, %_,.-+,%, und m,, Hy,---, ),, 80 ergibt die Addition von (30) und (31) 
(32) (af+ag+...+aep)(yft+ yet... + ya att mg t+--- +) 
Rta ee tate tot. +l. 
Hier kénnen 4,, 25 -++s bm» Six Sq>+-+>¢,, 8 bilineare Funktionen der 
beiden Variablensysteme 2,, 7,,..., 2, UNd Y,, Yq,-+-> Yn» Ma» Nar +++> Nm 


angesehen werden. Die Gleichung (32) stellt somit eine Lésung unseres 
Problems fiir den Fall zweier Variablensysteme von p und n -+-m Variablen 
vor. Eine derartige Lésung mége ,,reduzibel“‘ und aus den beiden Lésungen 
(30) und (31) zusammengesetzt oder in diese beiden Lésungen zerfallend 
heiBen. Da nun im Falle p= 2r-+-1, wenn tiberhaupt nur eine Lésung 
existiert, falls solche, die durch orthogonale Transformation der y,, ..., y,, 
und 4,, 4a) --+» §, suseinander entstehen, als nicht verschieden gelten, so 
erhélt man alle Lésungen aus den den folgenden Fallen entsprechenden: 
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p=2r+1, n=2", wenn r= oder 3 (mod 4), 

=2rt+1, n=2"*', wenn r=1 oder 2 (mod 4), 
p=8, 5,7, 9, 11, 18, 15, 17, ... 
n= 4, 8, 8, 16, 64, 128, 128, 256, ... 


Ich betrachte nun den Fall 2) p—1=—2r+1. Es ist dann 
z—(_,)  (e+0=2) 
. ( —l, Se Pom oe 


Das System der Matrizes (13) schlieBt mit U_, und zwar ist U, be- 
stimmt durch die Bedingungen 


2*) v,("* 1 )- se , )u., U; = U,, wenn r = 0 (mod 4). 
—1, “I, 





: n 
Es ist daher a de. und U, =( *) 


, 


ez 
9) v,("*_, )=-("*_1,) 2 U,= — U,, wenn r=1 (mod 4). 
A B 


Daher « und £ beliebig, der Bedingung «+ 8 = * gemAB und U.— ‘w ; 
\ “eb 


mit A, = — A,, A,= — Ay. Da U, nicht verschwindende Determinante 
haben mu8, hat man notwendig «+ ? = = gerade, also n durch 2°*’ 


teilbar. Ja es miissen « und f gerade sein, weil A,, A, schief und von 
nicht verschwindender Determinante. 


2") v,("*_,)= a a 14) U,, U;==— U,, wenn r= 2 (mod 4). 


Daher em fm 


r+1 


und U, = ( B’ Pad: 
\" “Aa 


2") git )- os ‘a )u,, U, = U,, wenn r= 3 (mod 4). 
fi i 


Daher « und # nur der Bedingung « +- 8 = * unterworfen und U, = 8 , ) 
mit A, = A,, A; = Ay. 4 . 
In den Fallen 2°) und 2°) gibt es, wie eine der obigen auf p= 2r-+1 
beziigliche Betrachtung analoge Uberlegung zeigt, nur eine Lésung unseres 
Problems, wenn orthogonale Transformationen der Variablen y,, y,, ..., Yn 


und der 4,, j-,---» §, a8 unwesentlich angesehen werden. Alle irreduziblen 
Lésungen entsprechen also jetzt den Fallen 


p=2r+2, n=2""" (r =0(4)), 
p=2r+2, »=2""" (r =2(4)), 
p= 2, 6, 10, 14, 18,..., 
n= 2, 8, 32, 128, 512, .... 
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In den Fallen 2°) und 2°) entspricht jeder Wahl der Zahlen «, f, die der 
Gl. «+f = = (w= 0(2), B=0(2), wenn r= 1 (4)) resp. a-+f = af = 8 (4)) 


geniigen, eine Lésung des Problems, wenn wieder orthogonale Transforma- 
tionen der y,, ¥,,---, Y,, UNd %,, %,---, §%,, unwesentlich erachtet werden. 
Wenn man nun die auf 8. 23 oben geschilderte Zusammensetzung zweier 
Lésungen 


2 3 | a2) (os? —I | Hn + of 2 
(af + 25 see 2p) (Yi +--- THe) =& +--- bn» 

3 3 | 3 3 ee. 1 Pp? 
(wl +2 t..- +My) (gy +... tyyH ort... +05 


zu der neuen Lésung 


(m2 +... +a) (y2 +... + y2+ 92 +...+92) 
vornimmt, so ergibt die Untersuchung der diesen Lésungen entsprechenden 


Systeme B,, B,,...,B,_,, da® wieder nur folgende irreduziblen Lésungen 
existieren : 

p=2r+2, n=2’ (r = 3 (4)), 

p=2r+2, n=2""' (r =1(A4)), 

also 

r=1 8 5 7 9 

p=4, 8, 12, 16, 20, ..., 
n=4, 8, 64, 128, 1024,.... 


(Eingegangen am 4. 1. 1922.) 








Uber die Anzahl der Klassen positiver ternirer 
quadratischer Formen von gegebener Determinante”*). 


Von 


A. Hurwitz +. 


Die Darstellung der Klassenzah! positiver binarer quadratischer Formen, 
die ich in einer friiheren Arbeit*) entwickelt habe, laBt sich, wie ich im 
folgenden zeigen méchte, auf den Fall der ternéren Formen ausdehnen. 
Die analytischen Hilfsmittel, deren es hierzu bedarf, werde ich dabei in 
etwas allgemeinerer Form darstellen, als es fiir den vorliegenden Zweck 
nétig ware, da sie mir an sich von Interesse zu sein scheinen und in dieser 
allgemeineren Form auch fiir die Darstellung der Klassenzahl positiver 
quadratischer Formen von beliebig vielen Variablen ausreichen diirften. 
Die arithmetischen Hilfsmittel liegen im Falle der ternaéren Formen in 
der Reduktionstheorie von Selling*) vor, im Falle der Formen von beliebig 
vielen Variablen in den schénen Untersuchungen von Voronoi’). 


*) Die vorliegende Arbeit fand sich unter den nachgelassenen Manuskripten von 
A. Hurwitz mit der Bemerkung ,geschrieben Sept. 1918“. Die Arbeit ist hier unge- 
andert abgedruckt. Die genaue Priifung des Manuskriptes und die Hinzufiigung 
einiger FuBnoten verdanken wir Herrn A. Speiser in Ziirich Die Redaktion. 


*) Uber die Darstellung der Klassenanzahl binirer quadratischer Formen durch 
unendliche Reihen, Crelles Journal 129, 8. 187— 218. 


*) E. Selling, Uber die biniren und terniren quadratischen Formen, Crelles 
Journal 77, S. 148—229. 


*) G. Voronoi: Nouvelles applications des paramétres continus 4 la théorie des 
formes quadratiques. Premier mémoire: Sur quelques propriétés des formes quadra- 
tiques positives parfaites, Crelles Journal 133, 8. 97—178. Deuxiéme mémoire: 


Recherches sur les paralléloédres primitifs, Crelles Journal 184, S. 198—287, und 
136, S. 67 — 181. 
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$1. 
Projektive Integrale. 


In der Theorie der vielfachen Integrale ist es zweckmaBig, die Diffe- 
rentiale der Variablen als alternierende GréBen im Sinne GraBmanns an- 
zusehen. Es bedeutet dann z. B. das Produkt 


dz,dz,dz,...dz 


r-1? 


wen %,,%,,...,2%,_, Funktionen der unabhangigen Variablen u,, u,,...,¥,_, 
bezeichnen, also 


dz, = ae du, + ie 4.2. += dw,_, ($= 1,3,8,...,7—1) 





zu setzen ist, nichts anderes als die Funktionaldeterminante dieser Funk- 
tionen multipliziert in du, du, ...du,_ 


Ferner bedeutet das Symbol 


i* 


(1) dQ=2,dz,dz,...dz,—2,d2,da,...dz,+...t2,dz,d2,...dz,_,, 


wenn auch z, eine Funktion von u,, u,,..., &,_, bezeichnet, das Produkt 





(2) 02 = D(a,, %,,..., &,) 00, du, ...4%,_;, 
wobei 

* MR, «5 & | 

dz, az, Oz, 

cit — ae 
(3 D(%,, Mey --55%) =} - ‘ae 
Bie 7 
dz, 02, 02, | 

go, SG See oe 


gesetzt ist. Diese Determinante hat die Eigenschaft, den Faktor 0’ auf- 
zunehmen, wenn jede der Funktionen z,, 2z,,...,2%, mit g multipliziert 
wird. Dies ist evident, wenn g eine Konstante bedeutet, gilt aber auch 
noch, wie eine einfacie Rechnung zeigt, wenn unter og eine beliebige 
Funktion von w,,U,,...,%,_, verstanden wird. Bezeichnet daher 
f(x,, %_,..., %,) eine Funktion der Argumente z,, z,,..., z,, die homogen 
vom Grade —r ist, so daB also 


1 
(4) F( Ox,» O%,, -- +1 O%,) = 5, f( Hy» Bq» +++ %,) 
gilt, so wird das Produkt 
(5) [Say Bqs -- -» B,) D(a, , Bes - +9 By) 


nur von den Verhaltnissen 
SB, 3M... 38, 


der Funktionen z,,2,,...,2, der Variablen u,,u,,...,U,., a@bhangen 
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namlich sich iiberhaupt nicht andern, wenn diese Funktionen samtlich 
mit demselben Faktor g multipliziert werden. Nimmt man z. B. 0 - . 
so stellt sich (5) in der Gestalt . 


, 


z 
z, 


| Shela... ..;&) 
(0) f\i, prong DULL Z eos 


2, / 

\ rm 
a()a(2*)...a(#) 
=fi1.3 =) \a,/ Na, / \2,/ 
oo r\ —_—. du, du, ... du,_, 


dar, wo der zweite Faktor gem&éB (3) die Funktionaldeterminante von 


ee... = vorstellt. 
x, z 


An diese Eigenschaft des Produktes (5) kniipft sich nun die Definition 
des ,,projektiven“ Integrales 


7) J=Jf(x,, 2%», ...,2,)€Q, 
2 


wobei F ein (r — 1 )-dimensionales Gebiet im projektiven Raume R von 
r —1 Dimensionen, dessen einzelne Punkte durch die Verhiltnisse 
“,:%,:...:%, festgelegt werden, bezeichnet. 

Wir setzen voraus, daB die Linearformen 


l = @,2%, +a@,%, +... +42, 
(8) , = 6,2, + Ay% +... +8,2, 
L_,=4,2,+424,+...+42, 


eine nicht verschwindende Determinante besitzen und da8 / im Gebiete F 
(einschlieBlich der Begrenzung) nirgends verschwindet. Betrachten wir nun 


(9) u, = 4 io by 


i; 2? Mp ces 4&1 = 


als Koordinaten in einem Raume von r— 1 Dimensionen, so wird in 
diesem der Punkt (u,,u,,...,%,_,) ein ganz im Endlichen liegendes Ge- 
biet G beschreiben, wenn der Punkt z,:2,:...:2z, alle Lagen im Gebiete F 
annimmt. Das Gebiet G@ ist ein kollineares Abbild des Gebietes F. Ver- 
mége (9) kénnen wir die Verhiltnisse z,:2,:...:2, als Funktionen von 
ee darstellen. 


Unter dem Integrale (7) wollen wir nun nichts anderes verstehen, 
als das (r — 1)-fache Integral 


rs 


(10) J = Ji (xy yy «+05 Hp) D (ay, yy +» 2,) Oth, Oty... dee, 


genommen im Raume (u,, u,,...,u,_,) tiber das Gebiet G. 
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Der so definierte Wert des Integrals J ist von der Wahl der Linear- 
formen (8), abgesehen vom Vorzeichen, unabhingig, wie aus folgendem 
Satze hervorgeht: 


Es mége der Punkt 


(11) Bi B_gi. 3B 


r 
a ee ee eee ee eee ee ee ere 


das Gebiet F beschreiben, wenn der Punkt (v,,v,,...,0,.,) im Raume 
von (r — 1) Dimensionen alle Lagen in einem gewissen Gebiete H an- 
nimmt. Dann wird der Wert des Integrals (7) auch durch 


(12) J=eff(x,,2,,...,2,) D(x, t, ...,2,) dv, dv, ...dv,_, 
H 
(e=+1 oder —1) 


dargestellt, wobei in letzterem Integrale x,,2,,...,%, bestiglich durch 
Py (Vq5 Ves ++ +s Vp-4)> Pa (Oy Ug, +++) V4 )y «++ DP, (Oy, Ogr-- 0) V,-3) BB EF- 
setzen sind. 
Nach den hier gemachten Voraussetzungen kénnen wir niamlich 
U,, Uy,---,%,—, als Funktionen von v,,,,...,,., ansehen und zwar 
wird der Punkt (u,,u,,...,%,.,) das Gebiet G beschreibeu, wenn der 
Punkt (v,, ,,---,¥,—,) alle Lagen im Gebiete H annimmt. Fiihren wir 
daher im Integrale (10) statt der Variablen u,, u,,...,%,_, die neuen 
Variablen v,,0,,...,,-, ein, so wird (10) in die Gestalt (12) iiber- 
gehen. Der Faktor « gibt dabei das Vorzeichen der Funktionaldeterminante 
Sm, Oty -- Crs 
AV, OU, ... AUp—, 
an, welche als stetig und von Null verschieden im Gebiete H vorausge- 
gesetzt wird. 


Die Gleichung (12) gibt nun die Darstellung des projektiven Integrals J , 
die von der Wehl der Linearformen (8) ganzlich unabhangig ist. Was 
die Definitionsgleichung (10) angeht, (die auch als spezieller Fall der 
Gleichung (12) aufgefaBt werden kann), so laBt sich dieselbe in die ein- 
fache Form 


P 1 (%, B&B Zr)\ 
(13) ra Ale(%, posses 7) au, du,...du,_,° 
6 
setzen, wo 4 die Determinante der Linearformen (8) bezeichnet. Denn 


das Determinanten-Multiplikationstheorem ergibt sofort, daB das Produkt 
der beiden Determinanten 
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| Bon scx, & 
ob iis | om a dee | 
gala Aen Bl amt pa] et eo |, 
gs ; : : - . 
. * * | j . 
| Ay> Ags + +09 A, | | _o%: . bled Ot _o8e_ | 
| OUp_," Oty,’ > 0t,—, | 
nachdem in der Determinante D an Stelle von z,, z,,..., 2, beziiglich 
> . = eee - gesetzt worden ist, sich wegen der Gleichungen (9) auf den 


Wert 1 reduziert. 


Das Integral J verhilt sich im Sinne des folgenden Satzes invariant 
gegeniiber linearen Transformationen. 


Es seien 
, j , 
Ly = 84, Zy + 8g %q + ... + 8-2, 
 £ , 1 | , 
(14) Lq == 89, % > 899%q + «~~ TT S8ar%, 
| , ’ ' , 
Ly = 8p, Xy + Seg Xq +... + Spy Ly 


die Gleichungen einer Kollineation, vermdge welcher das Gebiet F des 


Raumes (x,:2,:...:2,) in das Gebiet F’ des Rawmes (xj: x5: ...: 27) 
iibergeht. Ee gilt dann die Gleichung 
(15) Sf (ay, ty... 2, )€Q=—+\8,, | f f(x,, x, ...,2,) dQ". 

P r 


Hierbei sind in dem Integrale rechter Hand z,, z,,..., 2, vermége 
der Gleichungen (14) durch z{, xj, ..., 2) auszudriicken und es ist analog 
zu (1) 

dQ’ = zi dajdzy...dz) —zidzidzj...daj+...tasdaidz}...dz;_, 
zu setzen. 

Zum Beweise der Gleichung (15) denken wir uns 2j,2},..-, 2%, als 
Funktionen der Variablen v,,v,,...,v,_, so dargestellt, daB der Punkt 
(zj:ay:...:a;) das Gebiet F’ beschreibt, wenn der Punkt (v,, v,, ..., ¥,—;) 
alle Lagen in einem gewissen Gebiete H annimmt. Vermége (14) werden 
dann auch z,,2,,...,2, Funktionen der Variablen v,, v,,..., v,_,- 


Nach dem vorhergehenden Satze wird nun einerseits 
Jt Z,-.-,%,)dQ=— tff(x,, Za, +, &) Dde, du, ...dv,_;; 
andererseits : 


Sieur .++)2,)0Q' = +f f(a, 2,...,2,) D' dv, dv, ...dv,_,, 
a 
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wobei D und D’ die Determinanten 











Ss Ces! tm | Zi; is. avis 

ez, az, ez, | Owg das Oa} 
palmer mr me | yl] me de 
Cx, dz, 02, | dz{ dxf 02; 
|dunt? Inu?’ da. Fer? Fern tee , 








bezeichnen. Vermdge der Gleichungen (14) wird aber 
D=|s;,|-D’, 
woraus nun die Gleichung (15) hervorgeht. 


Ein besonderes Interesse verdient das spezielle projektive Integral, 
welches der Annahme 


(16) f (Za, Bqy- ++ B,) = 


entspricht, wobei 


1 
i’ 


(17) l=a,%,+a,2,+a,%,+...+4a,2, 
eine Linearform bezeichnet, die im Gebiete F nirgends Null wird. Den 
absoluten Wert des betreffenden Integrales 
dQ 
18) = f 
— J : ( a, @, + Oy +... +a,2,)" 





bezeichne ich als ,,Volumen des Gebietes F beziiglich der Linearform 1“. 
Der Grund hierfiir ist dieser: 

Fiihren wir gema8 (9) das Gebiet F in das kollineare Gebiet G des 
Raumes (u,,%,,.--,%,_,) tiber, so haben wir eine Kollineation ausge- 
fiihrt, bei welcher der lineare Raum ]=0 in das Unendlichferne des 
Raumes (u,,%,,..-,%,_,) tibergeht. Zugleich wird gem&8 Formel (13) 
das Integral (18) durch 


(19) Ta J [du diy, ...5 du 
G 


r—1 


dargestellt. Die den verschiedenen Gebieten F entsprechenden Integral- 
werte (18) sind also proportional den Inhalten der ihnen kollinear ent- 
sprechenden Gebieten @. 


§ 2. 
Berechnung einiger projektiver Integrale. 


Drei Gerade zerlegen die projektive Ebene in vier getrennte Gebiete, 
vier Ebenen den projektiven Raum von drei Dimensionen in acht Gebiete 
und allgemein r lineare Raume 
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lL =a,2,+a,2,+...+4,2,=0, 
(1) L, -— B, 2, + 6, 2,+.--.+6,2,=0, 

l= d,a, + 4,%_+-...+4,2,=0, 
die keinen Punkt gemeinsam haben, den projektiven Raum (2, : 2, : ...:2,) 
von (r—1) Dimensionen in 2’~' Gebiete. Denn fiir einen Punkt 
%,:%,:...:a,, fiir welchen keine der Linearformen (1) verschwindet, wird 
jeder der r — 1 Quotienten 
(2) ot 7 


~ 


het el lL, 
einen positiven oder negativen bestimmten Wert erhalten. Den - 
méglichen Vorzeichenkombinationen, die hier vorliegen, entsprechen die 
erwahnten 2’~* Gebiete. 

Man erkennt nun leicht, daB von diesen Gebieten immer ein einziges 
vorhanden ist, welches mit einem linearen Raume 


2 


(3) l--¢,2, 4+-¢,% +...+¢,.2,=0 


keinen Punkt gemeinsam hat. Dabei wird vorausgesetzt, daB je r der 
r -+- 1 Raéume (1) und (3) keinen Punkt gemein haben oder, was auf das- 
selbe hinauskommt, da8 die Unterdeterminanten r-ten Grades der Matrix 


simtlich von Null verschieden sind. In der Tat zeigt die identische 
Gleichung 
E, €,, Cy, «+05 6, 





Rie Hho Gos + - te, 


xl +-x,1,+...+%,1 =0, 


wen 
oo ae 


eee 





da8 fiir einen Punkt ta %,,---,%,), fiir welche die Quotienten (2) be- 
ziiglich die Vorzeichen von +, vee = erhalten, unmdéglich 1 = 0 werden 


1 1 
kann. Denn fiir einen solchen Punkt ist 


| l 
(6) es eee 


unter p,,..., p, positiver Zahlen verstanden, und es wiirde aus (5) die 
Gleichung 


1+ P+...42 7 =0, 
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oder 
1+p+---+p,=0 
folgen, die offenbar widersinnig ist. 
Das in Rede stehende Gebiet, in welches der Raum / = 0 nicht ein- 


dringt, mége mit F bezeichnet und der Wert des Volumens von F be- 
ziiglich der Linearform 1, also der Wert des Integrels 





Pr zo 
(7) J= + ( = ik 
aufgesucht werden. , 
Durch die Kollineation 
(8) a, =, 1, a = x,l,, ..., eal 


gehe das Gebiet F in das Gebiet F’ des Raumes (2z{:23:...:2;) iiber. 
Nach (5) wird dann 

xb=—(aj+ap+...a;) 
und daher, zufolge des zweiten Satzes von § 1, 


Q’ 
(9) Sax’ ¢ ; 
FY (@{+2p+...+2/)" 


unter 4 den reziproken Wert der Determinante der Linearformen x, I, , 
x,l,,...,%,1, verstanden, so da8 


(10) Fo HM +H, 


wird. Das Gebiet F’ entsteht zufolge (6), wenn 


a . 

ai — Pe» coos zi Pr 

gesetzt wird und p,,...,p, alle positiven Werte von 0 bis co durch- 
laufen. Demnach kommt 


(11) Jos *"_f Sta Shy --- Spr 
1 Mere Bred (Lt pt... +Pr)” 

wo in dem (r — 1)fachen Integral jede der Variablen p,, p,, ..., p, von 
0 bis co laufen muB. Der Wert dieses Integrals ergibt sich leicht durch 
sukzessive Ausfiihrung der Integrationen nach p,, p,,...,p, und man 
findet so 

(12) jut pticd 

(r 


—1)! xy Hy... My 





r—1 





Dabei bedeuten x, x,, *,,...,%, die Unterdeterminanten der Ma- 
trix (4), so daB diese Werte durch die in u,u,, u,,..., %, identische 
Gleichung 


Mathematische Annalen. 88. 8 
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Be Gis Qc eee 


(13) Myr Hy, Oyy soo G | %% + 4,0, +... + 2,4 


r r 
a ees 
definiert werden kénnen. 


Es seien jetzt die linearen Raume (1) durch ihre Durchschnitts- 
punkte gegeben, die wir mit 


(14) (af, 2, ..., 2) (¢=1,2,...,1r) 


bezeichnen wollen. Wir kénnen dann 





| a &, 7 3 | a, a), 2m 
(2) (2) (2) | 
l 1 Zz, > »z I z,> Ze» » w, 
1 » ? 
| x) a) zi), 2), az” 
( 15) 
2), 2), a a2) 
, L | ef-) g?-)) |. ge f-2 
| 1 b 2 , ° > r 
| 2, Bas ooey 
nehmen. 
Zur Abkiirzung sei ferner 
| ey, em, ..., om | 
; (2) (2) (2) | . 
(16) d=] 71 Fee |, 1s) =e, 29+ 24... 4 c, 2 


a), al”), ..., 2% | 
(¢= 1, 2,...,7) 
gesetzt. Die Substitution von (xi, a,...,2) in die Gleichung (5) 
liefert 
(17) xl(t)+x%,d6=0 (¢=m1,2,...,9); 


ferner ist 


ay Mgy cree | |S™, o®, ..., o@ | 6,0,0,...,0 
iv -© 5 oe ‘i 0, 4,0 0 
(18) xd=|- ee ’ on 6", 
ae j | ger) p(n) (r) | 
Mar Mercere Ay | [Speyer S| 1 0,0,0,.0458 


. ) ‘ 1) - 
weil a2)" + aay” +...+a,2,"= 1, (2,2, ..., 2) = 6 sufolge (15) 


ist u.s.f. Driicken wir vermége (17) und“(18) die Werte x und ~, aus, 
so ergibt sich aus (12): 


Klassenzahl positiver ternérer quadratischer Formen. 35 


ny 


Das Volumen desjenigen von den r linearen Verbindungsrdumen 
der Punkte 


(2, 2, ..., 0), (o@, oH, ..., 2)... (xi, al, ..., wi) 
begrenzten Gebietes F, welches mit dem linearen Raum 
l=c¢,2,+¢,%+...+6¢2,=0 


keinen Punkt gemein hat, dies Volumen beziiglich der Linearform I ge- 
nommen, hat den Wert 

dQ l é 
(19) ‘= +17 = £ GH Taji)... ry” 

Die Bedeutung von 6 und 1(7) erhellt aus (16). 

Die Formeln (12) und (19) sind Verallgemeinerungen bekannter 
Formeln fiir das Volumen eines Simplex im gewoéhnlichen (Euklidischen ) 
Raume von (r — 1) Dimensionen. 

Ein weiteres projektives Integral, dessen Wert fiir unsere Zwecke 
zu berechnen ist, entsteht folgendermaBen. Wir ordnen jeder quadratischen 
Form mit reellen Koeffizienten 


1..." 
yi uw 
(20) f =f (ty, ty, .--5 Uy) = Dy Bin ty Uy (Q;,. = @,4) 
ti 
von n Variablen u,, u,,..., u,, denjenigen Punkt im projektiven Raume von 
n(n+1 
n( : )_4 


- 


Dimensionen zu, dessen Koordinaten Zu G,, , Ogg ,- ++) By n1Byqy + +r By yr e+r Oya 


proportional sind. Der betreffende Punkt mége der Kiirze halber als 
»Punkt ff‘ bezeichnet werden. Jeder Form f entspricht also ein be- 
stimmter Punkt f, wobei aber dieser Punkt sich nicht andert, wenn die 
Form f durch die Form of ersetzt wird, unter o eine beliebig gewiahlte 
nicht verschwindende reelle Kunstante verstanden. Der betrachtete Raum 
heiBe der Raum der quadratischen Formen und derjenige Teil dieses 
Raumes, dessen Punkte die positiven Formen reprasentieren, werde mit 
F bezeichnet. Die Punkte von F werden durch den Ansatz 
(21) f = p, (u, + Pre Uy TF Pry Ug Freeh Pin Yn) 

+ Ps (Uy + Pay Us + eee t+ Pen My) + eet Py, Uy 
geliefert, wobei p,, p,,..., p,, alle positiven Werte und p,,, 9,5, ---, ; 
alle reellen Werte durchlaufen miissen. Dabei liefern zwei Wertsysteme 
Py> Pos -++> Pus Pre> Pigs +++» Pa-i.n und P;> Ps, ooo Pas Pia» Pis> 1-99 feos.0 
dann und nur dann denselben Punkt von F, wenn 


D> Py PL=P,:p,:--:p, und pr=—p, (t<x, t,~n=1,2,...,) 
8* 
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ist. Im Raume der quadratischen Formen betrachten wir nun einen 
linearen Raum 


(22) 1= >’ &.4;.=0 ($,s=1,2,...,%), 
ti 
; , " . “ 3 
wobei a;, die laufenden Koordinaten und ¢,,, = c;, zunachst atest) be- \ 


liebige, nur nicht samtlich verschwindende, reelle Werte bezeichnen. 
Setzen wir fiir a;, die Koeffizienten von f aus (21), so kommt 


P &, 
(23) D) Cin Bin =P, P( 1s Pyss Prs> -+ +> Pan) 
~_ + po (0,1, Doss -++> Day) +--- + p,—(0,0,...,0,1). . 
wenn zur Abkiirzung 


(24) > 


,* 


’ 
Cy, Uy U,, = p (U,, Uy, ..-, U,) 


gesetzt wird. Wahlen wir, was jetzt geschehen soll, die Koeffizienten c;, 
so, daB die letztere Form » (u,, u,,..., u,) eine positive Form ist, so 
wird nach (23) der Wert von S'¢;, a;, > 0 und der lineare Raum (22) 
hat daher mit dem Gebiete F keinen Punkt gemein. 

Es soll sich nun zunachst um die Berechnung des Volumens von F 
beziiglich der Linearform | = 5’ ¢;,a;, handeln, also um die Berechnung 


des Integrals 


(25) J=+ (=. m= rte 
PF (2 “in Pin) 

Zu diesem Zwecke bringen wir die positive Form y(u,,u,,..., u,) 
durch eine unimodulare reelle Substitution 
(26) tg = O64; + beg +... + tye ey (¢=1,2,...,m) 
auf die Form 
© 7 3 ‘3 2 
(27) D>) Gin tet, = 20 +au*+...+ cus. 

ix 


Der Vergleich der Determinanten gibt fiir x" den Wert 


"7 ee 


Gis Ge 5-0 
( 28) zs =| : 
Carr Cnar-++s Onn 
Nunmehr transformieren wir das Integral (25) durch die lineare 
Substitution 


(29 ) Oi.= >) Oi p tas ty. ($,#=1,2,...,%; «, B=1, 2,..., 2), 
a, p ° 
welche die Punkte des Raumes a,,:4@,,:...:@,_,,, eindeutig umkebrbar 
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auf die Punkte des Raumes aj, : @j,: ...: @,-1,., bezieht, Die Gleichungen 
(29) kénnen durch die eine, in den Variablen u,,u,,...,%, identische 
Gleichung 


(30) D'a, thyte= > 06 p (ta 1 + bas the +-..+ base thn) (bps thy + tp the +... + tpn Me) 
tx ap 


ersetzt werden, welche zeigt, daB wenn aj, das System der Koeffizienten 
einer positiven Form vorstellt, das Namliche von den a,, gilt. Dem Ge- 
biete F entspricht daher vermége der Kollineation (29) dasjenige Gebiet 
F’ im Raume aj; : ajg:...:@,-;,,, welches in diesem die Gesamtheit 
der positiven Formen reprasentiert. Die Determinante der Substitution 
(29) ist nach bekannten Sitzen eine Potenz der Determinante |t¢,,,|, also 
gleich 1. Endlich ergibt sich 


(31) Din Bin = Din Giptastin = > Copan, 
a, f 


tx t.x,a,f 
wenn 


Cap = > Me bagten 
i 
gesetzt wird. Nach Gleichung (27) wird aber 


Dy) ch pe tp = Seu (br6%f + tag Uh +... + tng tn) (Bin tf + bee tf +... + bn thf) 
=2u?*+2us?*+...=—2u/3 

und also 

=... Cen = 2, Cj. = 0 (8 + x) 


+ iw 


ci =c¢ 
so daB (31) in 


= 
(32) Dy Cin Mn = 2 (Bly + fe +... + ahr) 
t* 


iibergeht. Aus alle diesem folgt, daB vermége der Substitution (29) das 
Integral J die Gestalt 


4.’ 
Jutf.. 
+ | *@hte,+.0 +a)" 


annimmt. Hier darf man statt aj,,..., @,-1., Wieder a@,;,..., @,-3,, und 
und statt F’ wieder F schreiben, so da8 in Riicksicht auf (28) kommt: 


Das Volumen des Gebietes F der positiven Formen beziiglich der 


Linearform 
l = > a. 





ist der absolute Wert von 
(33) o. 
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wo die numerische Konstante C, den Wert des Integrals 


dQ 

‘ ? 

(34 C, a sari: 
(yy. — Bag — + - -» — Bn,» - 


reprasentiert. 





Um dieses Integral zu berechnen, setzen wir 


1.2 n 2 n 
’ » 5 
45 s By, Ug U,, = (U, — PrgMp +--- + P,,U,) 7 ‘ bd; Uju,. 
.* * 


wo die Summe auf der rechten Seite die allgemeinste positive Form von 
n 1) Variablen w,,..., u, vorstellt. Wir erhalten, diesem Ansatz (35 
entsprechend, das Gebiet F, wenn in den Gleichungen 


(36 a, l, Gis Prar-+ss a, ,, Pine qj, PriPrx + 4, 

($,% = 2,..., %) 
Pres ++-> P,, alle reellen Werte und die 6;, alle Koeffizientensysteme der 
positiven Formen von n—1 Variablen durchlaufen. Da a,,=1 ge- 
setzt ist (was erlaubt ist, da nur die Verhiltnisse a,, : a,,:...: @,—1.» in 
Frage kommen), wird : 7 

d2=—da,,...da,, [] da;, 
ik 


oder, da gemaB (36) 


da,,=dp,,,...,da@,,==dp,,, daj,= pydp,,.+ p,.dp,; + db, 


wird, 


di =dp,,...dp,, []db,., 


und somit 


' dp,... dp,» [1 dbi» ; 
= ’ : i. x n(n — 1) 
(37 C, | —____—_—_—_—_—_  m 3 
‘ ~ (1 + Pio 4 Pi. } b.. SE ced a as 4 
Die Integration nach den Variablen p,,,..., p,, laBt sich leicht 
ausfiihren mit Hilfe der bekannten Gleichung 

1 
x +z a? x— 
‘i =~ [ SS Re a 
}; 4ip?.)* A*-3 J (1+2%)* Ax-} P(x) 


in welcher A eine beliebige positive Konstante bezeichnet. Man findet so 


ont Orne Id bi» 
(39 C. = (Vx) — — 
* m— “? 

+ bee) 


" ~ Im) 
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Das hier auftretende Integral ist nun nicht mehr ein projektives, da 
(n —1) 

2 
Punkte (b,,, Da,, .--, On-on-1), welches den positiven Formen 2b,,, u,;w, 
von (n— 1) Variablen entspricht. Um den Wert des Integrals zu be- 
stimmen, betrachten wir allgemeiner das Integral 


n 
ITda,,, 


es zu erstrecken ist iiber das Gebiet des ” dimensionalen Raumes der 





n ni(n+1)? 
T+ — = 


(1 +, +@gg +... + Gann) 2 


wo r einen beliebigen Exponenten bedeutet und das Integrationsgebiet 
n(n-+ 


; 1 , , : eas 
der Teil des (x + ©) .dimensionalen Raumes ist, welcher den positiven 


l...+5% 
Formen 5'a;,u,u, entspricht. Das in (39) auftretende Integral entsteht 


ix 
, n+1 
aus D,, wenn wir n durch m — 1 und dann r durch —~— ersetzen. 


Analog zu (35) ersetzen wir jetzt: 


Le ccon B 2,..-.8 
7 2 

(41) D) 4.45%, Py (4, Pre Ug T+ T Pin™,) + DS" bin ty Uy, 

ix 4, * 
also 

as, Py Big = Py Pras ++ +s Mn = Pi Pin: Qin = Pi Pit Pix 7 b;,. 
($,%=2,...,%) 

und 


da,, = dp,, dd,, = Py AP, + P,APys, ---, d4,,, - Pi,4P, + P, 4p, ,; 
da;,, = d(P; Pig Prix ) + 2Y;, ($, «== 2,..., #). 
Dadurch geht das Integral D, iiber in 


2,....% 
‘ pl *dp, dp. . dD,» IT db; » 
(42 D, | a 


(L+p,(l+piet...+ pi) +be+.-.+0y.) 2 


Die Ausfiihrung der Integration nach p, ergibt, unter Anwendung 
der Gleichung 


r pr ‘dp, _ L(nj)P(i—n) = ‘) 
(ap,+b)* — P(A) a*3*-*" 
0 
zunachst 


_ (nj) P(sA—n) 
ee, ante 








i—n 


8, .008 
[ AP. - AP, n IT bd§x 
x 
J (i+ pit... + py)? (1 +0_ +... +n) 
(; , n(n+1)\ 
dant +) 


) Schlémilch, Kompendium der héheren Analysis, 2, 4. Aufl., S. 277 
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und darauf die Integration nach Th cane he 


Ti dben 
é, 





_ Tia) P(a-a) yy anil +) ( 
(43) D = ra) (Vx) Si (1 +by+.. -+bae)*~* 


, (n—1)n 
(a —s=r+— =). 
Diese Gleichung stellt nun eine Rekursionsformel fiir das zu berech- 


nende Integral vor, da das Integral rechter Hand aus D, dadurch ent- 
steht, daB man n durch n — 1 ersetzt. 


Da nun 


d 1 
D, -{ SS 
: (1+a,,)’*? r 
ist, so kommt 


r _a(n—1) ae 
nes “etn ~ s ("F-)-Da-s 
2 











und schlieBlich 
nm (n—1) 
8 2\ ./8\ n/4 (n+1 r(r) 
D,=(Va) * r(3)-r(g)-rg)--- C3 ) rea ey 
Iir+~- 9 ) 
Unter Benutzung dieses Resultates kommt schlieBlich nach leichter 
Rechnung 





nin—1i) 
(44) O,=(vz) * r(2)-r(8).. TS ) tery 


Nach dem Funktionaltheorem der I'-Funktion ist der Wert von C, ein 
rationales Multiplum einer Potenz von Vz. 


§ 3. 
Die Reduktion der terniren positiven quadratischen Formen. 
Wir ordnen der terniren quadratischen Form : 
(1) f= f(t, ty, ty) 
= Gy, UE + Ogg UE + Ogg MS + 2G,, Uy Hy + Zay, HU, + 2a,, Uy UH, | 


denjenigen Punkt des fiinfdimensionalen a aan Raumes R zu, dessen 
Koordinaten 


(2) Gy, > Bye ? Byy : Bye : Bg : By, 
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sind. Der Punkt werde kurz als ,,Punkt f“ bezeichnet, und F sei das 
Gebiet derjenigen Punkte f, die den positiven Formen f entsprechen. 
Wir bringen die Form f auf die Gestalt 


(3) f= Pag UP + Byy UP + Pye UF + Pro (thy — My)” + Poo (ty — 4)” 
+ Pao (%, — t,)”, 

so dab 
(4) e = — G3, Poo = — Fy, Pao = — Fig, Pag = Oy, + Oyq + Ay» 

Pg, = Byq + Uyg + Gqy, Pry = Ayg + By, 1H Bye 
zu setzen ist. Ist nun f eine positive Form, so heiBt sie nach Selling 
,reduziert“, wenn die Werte p;, simtlich nicht-negativ sind. Um diese 
Definition geometrisch zu formulieren, bemerken wir, daB der Punkt f 
ein gewisses Gebiet beschreibt, wenn in dem Ansatz (3) die sechs Koeffi- 
zienten p,,, unabhingig voneinander alle nicht-negativen Werte durchlaufen. 
Dies Gebiet enteteht folgendermaBen: Wir betrachten die sechs Punkte, 
welche die Formen 


(5) ur, Uy, uz, (uM, — u,)", (u, — u,)°, (uw, — %,)° 
reprasentieren, und verbinden sie zu je fiinfen durch lineare Raume. Diese 
sechs Verbindungsriume begrenzen dann das in Rede stehende Gebiet, 
welches in der Folge als Gebiet F', bezeichnet werde. Eine positive Form 
ist demnach reduziert, wenn der Punkt f dem Gebiete F, angehért. 

Wir betrachten jetzt ferner eine unimodulare ganzzahlige Substitution 


Mh, = 84, Uy + Syq Uy + 845 Uy, 
(6) (3) 4 thy = 8, Uy + Syq Uy TH Bag Uy, 
ty = By, Uy + Byy Uy + Byy Uy, iia 
durch welche die Form / in die aquivalente Form fS =f’ = S aj, uj u; 


iibergehen mége. ~ 


Es mégen dann auch die beiden Punkte fund fS fquivalent heiBen, 
und Kiirze halber mége gesagt werden, der Punkt f = (a;,) gehe vermége 
der Substitution S in fS = f’ =(aj,) iiber. Da die Zuordnung von f’ 
zu f durch die Gleichungen 


1,2,3 


(7) Gin = >) Gap Bas 8px ($,% = he 2, 3) 
a,p 


vermittelt wird, so bedeutet dieselbe eine Kollineation des Raumes R,. 
Durchlauft der Punkt f das Gebiet F,, so durchlauft der zugeordnete 
Punkt fS ein Gebiet, welches mit FS bezeichnet werde. Dieses ent- 
steht aus den sechs den Formen (5) zugeordneten Punkten, also aus den 
Punkten 








42 A. Hurwitz. 


(8, Uy + 8yq My + 85 tts)”, (855 Uy + Sq Uy + Sy u,)”, 
(85 U, + Syq My + Sg5 Uy) , 
(8) [ (Sg, — 853), + (Sq — Byq) Hy + (gg — Bg) Uy] 


[( 851 — 811) Hy + (Sq — 845) Uy + (8y5 — 5) u,); 





) tt. | 


[ (8,4 — Sy) %y + (89 — Sqq) My + (8,3 — 8,5) Uy] 


3 
genau so, wie das Gebiet F, aus den Punkten (5). 
Die Sellingsche Reduktionstheorie 148t sich nun, ihrem wesentlichen 


Inhalte nach, in den Satz zusammenfassen”"): 


Durchlauft S alle unimodularen ganzzahligen Substitutionen, so erhalt 
man thnen entsprechend unendlich viele Gebiete FS, welche in ihrer 
Gesamtheit das Gebiet F einfach und liickenlos iiberdecken. 

Dabei ist zu beachten, daB das Gebiet F,, durch 24 Substitutionen 8S, 
nimlich durch diejenigen, welche die 6 Punkte (5) unter sich vertauschen, 
in sich tibergeht. Infolgedessen entsteht jedes einzelne Gebiet FS, wenn 
S alle Substitutionen (6) durchlauft, genau 24 mal, und in dem vorstehenden 
Satze sind natiirlich nur die voneinander verschiedenen Gebiete FS gemeint. 


§ 4. 
Die Fundamentalformel. 
Wir betrachten jetzt ein projektives Integral 


(1 J= S fla, Boe, Ig35 B19) Bog, By, ) a2 
G 


ausgedehnt iiber ein Gebiet G des Raumes R,, welches ganz in dem 
Gebiete F enthalten ist. Da wir die integrierte Funktion f(a,,,..., 4s, ) 
festhalten wollen, kénnen wir den Wert des Integrals kurz durch J (G 
andeuten. Um diesen Wert auch dem Vorzeichen nach festzulegen, denken 
wir uns ihn gemaB Formel (10) in § 1 berechnet, wobei in dieser Forme! 
natiirlich z,,2%,,...,2, durch @,,, Ggq, gg, 44), Beg, Gy, ZU ersetzen sind 
und die Linearformen 1, 1,,1,,..., 1, der letzteren Variablen so gewahlt 
werden, daB der Linearraum 1=( mit dem Gebiete F und also auch 
mit G keinen Punkt gemein hat. Da nun nach dem vorigen Paragraphen 
die Gebiete F, 8S, wo S alle ganzzahligen Substitutionen der Determinante 1 
durchlauft, gerade das Gebiet F 24 mal ausfiillen, so besteht die Funda- 
mentalformel 
(2) >) J (F,8) = 24d (F). 
8 

 [Vgl. A. Hurwitz: Uber die Reduktion der biniren quadratischen Formen, 

Math. Annalen 45, 8S. 85—117. Von der dort am Schlu8 angekiindigten Abhandlung 


befinden sich einige Bruchstiicke im Nachla8 von Hurwitz unter dem Titel: Uber die 
Reduktion der terniren quadratischen Formen. A. S.] 
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§ 5. 
Darstellung der Klassenzahl. 
Wir spezialisieren zunachst die Fundamentalformel auf den Fall, wo 


1 
(1) f (G42 Gags -- +> Gq) = * PE. 


1 


ae cere ; re oe gre _ 
(yy @yy + Cog Bgq + Cyg Ogg + 2 Cpe yg + 2 Cog gg + 2 Cy, By: ) 





genommen wird, wobei die c,;, so zu wahlen sind, da8 


i 24 a 2 ‘ 
(2) GP (Uy, Uy, Uy) = Cy, Uy TP Cy Uy “fb Cyg Mey + 20,9 Uy Uy 2Oqy U, thy + 2Cy, Uy U, 


eine positive Form ist, deren Determinante mit 


| Cy, Cro Cis 


(3 D =| C4, Cyq Cys | 
| Cy, Cge Cgg 
bezeichnet werde. Der Wert von J(@) stellt dann das Volumen von G 


beziiglich der Linearform S’¢;,a;, vor. Nach § 2, Formel (33) und (41) 
wird nun _ 


. Cy > 3 
(4 J(F)= D? 340 D*’ 


Ferner kommt nach (19) in § 2 
‘ , , 1 é 

7 J (F,8) = 5! 1(1) 0(2)...1(6)’ 

wobei die rechter Hand auftretenden Zeichen folgende Bedeutung haben. 


Die Eckpunkte des Gebietes FS sind die sechs Punkte (8) in §3, also 
die Punkte mit den Koordinaten 


2 m) 2 
(9 811 ? 819) $i3> 851819; 812843 > $1391; ’ usw. 


Es ist nun 6 die Determinante 6. Grades gebildet aus diesen Koordinaten, 
also 6 =1. 


Ferner ist /(i) der Wert der Linearform S'¢;,a;, fiir den i-ten Eck- 
punkt des Gebietes FS, also PT 
H(1) P (8315 8495 813), 1(2) =p (845 S29» S98), 
| L(3 = P \8s,; 839> 833); 1(4) = (84, — 8; 859 8305 8a3 — S33) 5 usw. 
Die Werte I(i) kénnen wir noch in anderer Weise darstellen. Es sei 
nimlich §’ die transponierte (konjugierte) Substitution zu S und 
(8) ¢ s'- P (85, Uy + 8y3 Uy 185, Us, 8yq Uy +8 gq Uy 4 830 Ug, 843 U8 93 Uy tT 835 Us) 


° 9 ‘ ! ¢ 
= C,, uf + C,,uzy + Cy, us + 2C,,u, 4, + 2 C5 Ug ty + 205, Uy 
gesetzt. 
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Fir wu, =1, u,= 0; u,=—0 kommt dann /(1)=— C,, und es 

(9) U(1)=C,,, 1(2)=C,,, 1(3)=C,,, (4)= C,, + C,, — C.,, 
(5) =C,,+0C,,—2C,,, t(6)=—0C,,+0,, —2C,,. 

Nun ist noch zu beachten, da8 S’ gleichzeitig mit 8 alle ganzzahligen 
unimodularen Substitutionen durchlaiuft und folglich pS’ die Klasse der 
zu @ ‘quivalenten Formen, wobei die einzelne Form der Klasse ersicht- 
lich gw-mal auftreten wird, wenn uw angibt, wie viele Substitutionen die 
Form oder irgendeine andere Form der Klasse in sich zulaBt. 

Demnach liefert nun die Fundamentalformel die Gleichung 


1 


12 x* = 5 “as ee 
Oya Coe Cog (Cy + Cog — 2 Cup) (Cog + Gy — 2 Cag) (Cyy + Cy —2G,,)’ 


(10) 5 








wobei die Summe auszudehnen ist iiber die Formen (8) einer Klasse unter- 
einander aquivalenten Formen der Determinante D. Die Zahl u, welche 
angibt, wie viele Substitutionen die einzelne Form der betrachteten Klasse 
in sich zulaBt, ist im allgemeinen gleich 1 und kann iiberhaupt nur die Werte 
u=1, 2,4, 6,8, 12, 24 
annehmen. Den reziproken Wert von « nennt Eisenstein die Dichtigkeit 
der Klasse; ich werde den Wert ; hier als ,,Gewicht** der Klasse bezeichnen. 
Es sei jetzt D speziell eine ganze Zahl und es werde die Gleichung 
(10) fiir jede einzelne Klasse von ganzzahligen ternéren Formen der Deter- 
minante D, deren Anzahl bekanntlich endlich ist, gebildet und alle so ent- 
stehenden Gleichungen addier~. 
Es entsteht so, mit Einfiihrung neuer Bezeichnungen, die Gleichung: 
= _ 1 
— abe(a+b—2c’ \(b+e. —2a’ \(e+a—2b') y’ 








(11) 


wobei nun 

_ 08 
(12) H(D)=)> - 
die Anzahl der Klassen positiver quadratischer ganzzahliger Formen der 
Determinante D bedeutet, jede Klasse mit ihrem Gewichte gezahlit, und 
die Summation auf der rechten Seite der Gleichung (11) iiber die simt- 


lichen Formen (< ¥ - auszudehnen ist. Die Summationsbuchstaben 
a, Pm 


a,b,c,a’,b’,c’ haben also alle Systeme ganzzahliger Werte zu durch- 
laufen, welche den Bedingungen 
a, oc’, b 
(13) ce’, b, a’ |\=D a>d, ab—c?*>v 
b’, a’, ¢ . 
geniigen, die die positiven Formen der Determinante D charakterisieren. 
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§ 6. 
Allgemeine Darstellung der Klassenzahl. 
Wir wollen nun die Fundamentalformel (2) § 4 auf das Integral 


| Gy, Bye As 
(1) a Oe a se oe 86 
2 21 33 8 (Se a pers 
Gs, Bq Ags ee 


anwenden, wobei s eine nicht negative Zahl bedeutet. Ist @ das Inte- 
grationsgebiet, so mége wiederum J (G) den Wert des Integrals bezeichnen. 
Betrachten wir allgemein das Integral 


ry "dQ n(n+1 
(1 ) 1O— | yates (m — *&%t0)), 
ausgedehnt iiber ein Gebiet G des Raumes (a,,:a@,,:...: 4, ,,) von 
(m —1) Dimensionen, so kénnen wir, wenn G mit dem Gebiete F der 
positiven Formen zusammenfallt, den Wert des Integrals nach derselben 
Methode bestimmen, wie es im Falle s—0 im § 2 geschehen ist. Die 
Substitution (29) daselbst ergibt sofort 


aj, \*dQ’ 
J(F)=+ 
[2 (af, + ag +...+0/,)]"°°™ 





und also in Riicksicht auf (28) § 2: 


(2) J(F) = —_*—. 


wobei die numerische Konstante c, durch 


(3) = la, "42 (m — *{*+)) 
‘n atin >: + Gan) ***™ 2 


definiert ist. Die Berechnung von c, la6t sich auf demselben Wege be- 
werkstelligen wie die der Konstanten C, in §2. Es ergibt sich so: 





a(n—1) 
PN 2 3 ‘ n+1 1 
(4) e—(Va) * r(e+5)-r(e+3)--.P(s se neti)’ 
ne+—— 
2 
welcher Wert, wie es sein muB, fiir s—0 in C, iibergeht. Andererseits 
berechnen wir das Integral 


(5) r= f (2,52, +++, z,)dQ 
(¢, 


2, + gS, +... + Cn Bn) 








“+r? 
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unter f(2,,%_,.-.,%,) eime homogene ganze Funktion r-ten Grades ver- 


standen fiir dasjenige Simplexgebiet mit den Ecken 


. (i) ‘¢ (¢ ° 
(0) A re» (¢=1,2,...,97r), 


welches mit dem linearen Raume 
(7) l=¢,2,+¢,2,+...+6¢27,=0 
keinen Punkt gemeinsam hat. 
Zur Abkiirzung sei 
(8) l= ¢,2° + ceox4+...+¢2% (¢=1,2....,1r) 
gesetzt. Die Substitution 
‘ _-” ' ay" 

| _ 1, T ¥s2 L Teo ty, ? 

(9) 





2") z™ Pa 
t= Y%; 4 THT TTY, tL? 
durch welche 
(10) C,2, + 6,%,+.---+6,2,=9Y +Y¥,t+---+Y, 
wird, fiihrt das Simplexgebiet in dasjenige des Raumes (y,: y,:...: y,) 


iiber, welches durch die Ecken (1,0,...,0), (0,1,0,...,0),...,(0,0,...,1) 
bestimmt, also von den Ebenen y,= 0, y, = 0,..., y, = 0 begrenzt wird 
und welches keinen Punkt mit y, + y,-+...-+-y,=0 gemein hat. Dieses 


Gebiet ist offenbar dadurch charakterisiert, da fiir seine Punkte “,..., ” 


> 


rl " 
positiv sind. Wir erhalten also alle Punkte dieses Gebietes, indem wir 


y, = 1 setzen und y,,..., y, alle positiven Werte durchlaufen lassen. 
Somit kommt fiir das Integral (5) 


, Le, ---> Sr) dye dy, ... dy, 

(11) 7s 4 | fe ar aTNeTPR ae 
J (¥t+¥et+ Ys t+---+ Yr) 
y,=° 


wobei 4 die Determinante der Substitution (9), also 


Pal 


(12) im oo Cae es eee! 


ist, und fiir z,, z,,..., x, die Ausdriicke (9), nachdem in denselben y, = 1 
gesetzt ist, einzutragen sind. Die Entwicklung von f(z,,2,,...,2,) nach 
Potenzen von y,, ¥,-.--, y, Sel nun 


a 


7 “ys y," y,r 
(13) f (2; Ze; e+) = D> ) ° 4) Tay 1s ese 1 
1 3 


a, t+agt+...¢a =x rT 
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wobei die Koeffizienten C.,,.,,....4, noch die 2” enthalten. Dann setzt 
sich das Integral in (11) aus solchen der Form 


PF y%y%rdy.dy....d 
(14) \+ Yr" OVe Vs aot 


“ (lt+y.+¥st+---+Y9r) 





zusammen. Die Integrationen sind vermége der Formel 





f 24, _ P(pt+i)P(g—ptl) 1. 
(a+y)? P'(q) qt~?t 


leicht ausfiihrbar, und es ergibt sich so fiir das Integral (14) der Wert 


mA 
T' (x+r) 


I (a, +1)-I'(@,+1)... 0 (e@,+1). 


Demnach kommt fiir das Integral (5) 


” 24 4 ~v a@,! a,! a,! 
15) J = '(x+r) PT @y,4g,+-., 4, 1a Ios . +2 1%,’ 
r 


wobei 4 durch (12) und die Koeffizienten C,,,.,,....4, durch (13) be- 
stimmt sind. 


Im Falle n = 3 findet sich nun fiir das Integral (1) aus (2) und (4): 


1 


P(e+1)P(s+5)r(0+2) 


3 \ 
J(F)=(V2) — Tigexn6)~ pe’ 





oder, nach leichter Umformung 


\t afin ' 2 
(16) JP) we CE Getd!, 
; 27#+1 (3345): pet? 


wobei D die Determinante der ternaren Form 
1,2,3 
7 ~y 
(17) P (Uby 5 Ug y Uy) = >) Cn thy thy 
t,x 
bedeutet. 


Um fiir dasselbe Integral (1) den Wert von J(F,S) zu berechnen, 
miissen wir beachten, daB F,S das Simplexgebiet mit den Punkten (8) 


. . . 1, 2,8 
in § 3 als Ecken vorstellt, welches mit dem linearen Raume _¥’ ¢;,. a;,= (0) 
ix 


keinen Punkt gemein hat. Nach Forme! (15) kommt demnach 


/ \ A a, ! ! ! 
J (F,S)= Ts TO) oY Coste ns ‘pan a “a 


So 


wobei 1,,1,,...,1, durch die Gleichungen (7) oder (9) in § 5 bestimmt 
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sind, J nach (12) den Wert ->~—y 


folgendermaBen entstehen. Wir setzen in 


besitzt und die Koeffizienten C,, ..,,..., « 





ay, a, G3 \* 

Bz, Byq Bes | 

Gy, Fyq Fy 

Bin = Yi OGn + Yo Ope +... + Ye Bin 

wo a, aj:, ..., aj. bzw. die Koordinaten der Punkte (8) in § 3 be- 
deuten, und entwickeln dann nach Potenzen von y,,y,,.--,¥,- Diese 
Entwicklung lautet dann 
@,, ° \* 





-—— Vy a a“, 
m—_ ae coe Gly y,' . -- Y,°- 





* * Ass 
Nun wird |a;,| die Determinante der Form 


7 P > 
4; a Gin Uj %, +... + Yy D> ae uu, = Y; (81, Uy > 849 Uy TH 84g Uy) 
H Ys (825 My TH Sgq Hy + 8 yg Hy) --- Hy (18,1 — Sq), +--+)» 
die der Form 
e 3 — 2 ! \2 
Y, Ul + Yo tg + Ys 4; + y, (4, — Uy) + y,(4y— 4) +9, (4, — U,) 


aquivalent ist. 


Daher ist 

|G, By 5 ¥ 1%, +95 + Ye "one — |" 
|Se2 See Sas | = | — Yor Yat Yet Yor —% 

| gy By, Byy | — 9s: Yo WtUtYs 


Die Entwicklung der letzteren Determinante, die mit y(y,, ¥,.--, Y,) 
bezeichnet werde, liefert 


(18) Y\ Yrs Yor + +2 Yo) = ViYe¥s TYiLY2 (Ys, +95) + 929s (Ys + Ye) 
+ Yea (Yo + Ye) + (Yr + Ye + Ys) (ads + Ys Ye + %iH%)- 
Daher sind die Koeffizienten C «, durch die Gleichung 


My , Ugenery 


(19) CLC PEE 9) i ar 
bestimmt. Demnach kommt schlieBlich 
(5 oo 1 ,! ,! ts! 
wi fam Baroy Di Corea Catt ogt age 
«,! a,! 4 ! 


“(Cee + Cup — 20) ** (Cy + Oy — 20)? (Cy + Og — 20g) 








— fe ef af 
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Wir tragen nun die Werte (16) und (20) in die Fundamentalformel (2) 
§ 4 ein. Das Resultat 1a8t sich dann iibersichtlich folgendermaBen 
formulieren: 


Es durchlaufe 
(21) ®=au}?+ buz+cu?+ 2a’u,u, + 2b'u,u, + 2c’u, u,= * . “) 
a’,o0,¢ 
die sdimtlichen Formen einer Klasse positiver ternadrer Formen der Deter- 
minante D. Zur Abkiirzung*) werde ferner 


(22) > 23 : 


Li aFGF The 2a) 1 (ope BD) Tap b= Be) 





[et,, Ge, Ke | 
atte so “ee “ew 
» Oy} — 


f 
= {,, Ba, Ue, &,, & 
1? 3? it Gy, As, Ae 


% 


gesetzt, unter «,, H,,...,, nicht negative Zahlen verstanden. Dann ist: 
(s+1)!(2s+1)! 122% 1 
a - pers ' 


(23 ) 








= >'C 


sp tig {M45 Gg y Oy, Oy, Oy, Hy) C,! &y!... Oy! 
wobei die Koeffizienten Co, us,...,u, positive ganze Zahlen bezeichnen, die 
durch die Gleichung (19) bestimmt sind. Die Zahl u bedeutet die An- 
zahl der unimodularen Substitutionen, die die einzelne Form (21) der 
Klasse in sich besitzt. 
Im Falle s = 0 reduziert sich die Gleichung (23) auf 
12x* 1 
D* . => {0, 0, 0, 0, 0, 0} 
in Ubereinstimmung mit (10) in § 5. 
Von den Summen (22) sind immer gewisse, verschiedenen Systemen 
1» “a, +++, & entsprechende, einander gleich, wie man folgendermaBen er- 
kennt. Wenn die Form @ die samtlichen Formen einer Klasse durchlauft, 
so wird auch die Form ®8S es tun, unter S irgendeine unimodulare ganz- 
zahlige Substitution verstanden. 
a, 8.3 
Es ist nun, wenn S = (~. B’, r) gesetzt wird, 
« a? B”, 7 

PS = P(au,+ pu,+ yu,, «ue, + pu, + y’u,, @”u,+ Bu, + pus), 
und es gehen daher, wenn ® durch ®S ersetzt wird, 
a = 9(1,0, 0), =@(0,1, 0), ¢c =(0, 0,1), 
a,= ©(0,1,—1)=b+c—2a’, b,=9(1,0,—1), ¢,— (1, —1,0) 


a 


*) [Die zweite Abkiirzung ist von Hurwitz nachtriglich eingefiigt worden. A. S.] 
Mathematische Annalen. 88. 4 
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iiber in: 
a@ = @(a,a’,a”), b = © (8, 8, ”), 
a,— ®(B—y, B’—y',B’—7"), b,=O(y—«, 7’—@', y”— a”), 
é = O(y,7', 7”), 
é,= ®(a— B, «’— p’, a” — Bp’). 
Sobald also das System 


a, -. 14 
” 

B, B’, B 

- r’, y” 


B—y, B’—y7', By" 
[ee Ft, Fe 
a — B, «'— B’, a” — pr 
abgesehen von der Reihenfolge der Horizontalreihen, mit dem System 
ma. :%,: 2 

SS 23, 9 

0, . a 

o 2s, Bi 
+1, 0, F1 
=i, $t,- ¢ 


- Ys 


iibereinstimmt, werden daher @, b, @, @,, b,, @, eime Permutation von 
a, b, c, a,, b,, c, bilden. Es gibt nun 24 Substitutionen § von dieser 
Beschaffenheit, namlich diejenigen, fiir welche die Kollineation 














u, = aul +a’uy+a” us, 
u, = Bul +p’ul + pul, 
Uy = 7M, ey + 7" ty 
die Punkte (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1), (0, 1, —1), (1,0, —1), (1, —1, 0) 
untereinander vertauscht. Diese Punkte sind die sechs Durchschnittspunkte 
der Geraden 
u,=0, u=—0, u=—0, u4+u+4u, =), 
und es gibt genau 24 Kollineationen, die diese vier Geraden auf alle még- 
lichen Weisen vertauschen. 
Es geniigt, diejenigen Kollineationen zu betrachten, die 
u,=0 mit u,—0 vertauscht, u,— 0, u,=—0 fest labt. 
ferner . 
u,=0 mt u,=—0 vertauscht, u,=—0, u, = 0 fest lat, 








Klassenzahl positiver ternirer quadratischer Formen. 51 


endlich 
u,= 0 mit u, = 0 vertauscht, u,—0, u, = 0 fest laBt. 
Denn aus diesen drei Kollineationen lassen sich alle iibrigen zusammensetzen. 
Da 
Piu,, U,,U,) = auz + bu? + cuz+ (b+c¢—a,)u,u, +(c+a—b,)u,u, 
+(a+6—c,)u,u4, 
= —au,u,— bu, u, — cu,u, — a,u,u, — 6, u,u, — 6, u, u,. 
wobei u, = — (u,-+ u,-+ u,) zu setzen ist, oder also u, durch 
u,+%,+u,+u, = 0 
bestimmt ist, so entsprechen jenen Kollineationen die Vertauschungen 
(a) (a,)(be,)(cb,), (b)(b,)(ca,)(ae,), (ce) (¢,) (ab,) (ba,). 


Demnach wird z. B. 





2 dH 
qt patatt otal at‘ tL pms { 1 gett — at! efat) pastt af +1 pte t1 peti ° 


d. h. 
ys Gg, Uy] | cy, Oey, ty | 
Mes Mes Ge My, gy Oy 
und ebenso 
_ | Gar &, a, | | ay yy Gy | 
"thie ts | tes Se 


Im Falle s=1, sind gemaB (1) und ( 18) die Koeffizienten C 
simtlich gleich Null, bis auf die Koeffizienten C,,,o09, Cyso109» «+++ die 
den einzelnen Gliedern von w(y,, ¥...--,Y,) entsprechen, welche den 


Wert 1 besitzen. 


ty , Hg, tg. Oy, My. % 


Es kommen daher in der Summe (23) nur die Summen 


fl ia) (110) f110) 
L000J’? 1100J’ \0o10J* °*° 


vor, von welchen den vorstehenden Gleichungen fiir diese Summen 


G@,, hg, hs 7 . [1 eo 9 f1,1,0 
Le innit entsprechend sich 4 auf |) |, g| und die iibrigen 12 auf 10,0 
reduzieren. Somit kommt fiir s = 1 

9x* 1 a 1 7 1 
(24) = on So : ) es Ss 
De® “= afb’ c*a, 6, ¢, <— a*b cafd,¢, 


. 2 , 
wo a,, b,, c, zur Abkiirzung fiir b+-c— 2a’, c+a—2b, a+b— 2c’ 
stehen und die Summationen iiber die simtlichen positiven ternéren Formen 
der Determinante D 
au?+ bu?+cuj+ 2a’u,u,+..., 
4* 
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die einer bestimmten, iibrigens aber beliebig gewahlten Formenklasse an- 
gehéren, zu erstrecken sind. 


Durch Summierung iiber die Klassen ganzzahliger Formen der Deter- 
minante D, kommt 
9x* vy’ l e vv 1 
" H(D) / : +3 7, —Z > 
D — a*b*c* a,b, ¢, — ab’ cazb,c, 
wo die Summation iiber alle positiven ganzzahligen Wertsysteme 


a, b, c, a,, b,, ¢, auszudehnen ist, fiir welche 


au; + bu? + cu? +(b+¢c—a,)u,u,+(c+a—b,)u,u,+(a+b—e, )u,u, 


eine positive Form der Determinante D ist. 


(Eingegangen am 4. 1. 1922.) 








Zur Theorie der Polynomideale und Resultanten. 
Von 
Kurt Hentzelt f. 


Bearbeitet von Emmy Noether in Géttingen'), 


Es handelt sich im folgenden um das allgemeine Problem der 
Eliminationstheorie, die gemeinsamen Nulistellen aller Polynome eines 
Ideals aus Polynomen zu bestimmen; oder was damit identisch ist, die 
Nullstellen irgendeiner endlichen Anzahl von Polynomen, die eine Basis 
des Ideals bilden; dabei wird sich zugleich eine begriffliche Deutung der 
auftretenden Maultiplizitéten ergeben. Die Koeffizienten der Polynome 
kénnen irgendeinem Kérper zugewiesen werden, die Nullstellen gehéren 
dann dem daraus abgeleiteten algebraisch abgeschlossenen K®orper an. 
AuBerdem kann das Ideal ohne Beschrankung der Allgemeinheit als trans- 
formiertes (§ 3) angenommen werden. Dann ist das wesentliche Resultat 
das folgende: 


Jedem Ideal m aus Polynomen laft sich eine Resultantenform zu- 
ordnen: 


Ry = RB" (z,...2,)+...- RB (a,;...2,)+...: BM (x,) = 0(m) 

') Kurt Hentzelt ist seit Oktober 1914 vor Dixmuiden vermi8t und muB8 zu den 
Toten gezihit werden. Die hier gegebene Abhandlung ist eine vollstindig freie Be- 
arbeitung des wesentlichsten Teiles seiner Dissertation ,Zur Theorie der Formen- 
moduln und Resultanten“, mit der er im Sommer 1914 bei E. Fischer in Erlangen 
promovierte. Diese ganz auf Grund eigener Ideen verfaBte Dissertation ist liickenlos 
aufgebaut; aber Hilfssatz reiht sich an Hilfssatz, alle Begriffe sind durch Formeln 
mit vier und fiinf Indizes umschrieben, der Text fehlt fast vollstindig, so daB dem 
Versténdnis die gréBten Schwierigkeiten bereitet werden. Zu der geplanten Um- 
arbeitung ist er selbst nicht mehr gekommen. 

Ich gebe die Arbeit in rein begrifflicher Fassung wieder, wodurch eine groBe 
Vereinfachung der durchweg in den Grundgedanken auf Hentzelt zuriickgehenden 
Beweise erzielt wird, und, wie ich hoffe, die Schénheit der Arbeit offenbar wird. — 
Die Teile der Dissertation, die sich — bei gegebener Basis — auf die Frage der 
Bildung der auftretenden Funktionen durch endlich viele Schritte beziehen, sollen 
einer gesonderten Veréffentlichung vorbehalten bleiben. (E. N.) 
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derart, dap Ry fir alle Nullstellen von m und nur fiir diese verachwindet. 
Iet u ein Teiler von m, und stimmen die Resulitantenformen R, und Ry, 
iiberein. so stimmen auch die Ideale n und m dberein. 


Der zweite Teil des Hauptsatzes zeigt, dab die Resultantenform die 
Nullstellen in charakteristischer Multiplizitét liefert. Dieser zweite Teil 
ist ein Analogon dazu, daB zwei Ideale eines algebraischen Zahlkérpers, 
von denen eines ein Teiler des andern ist, dann und nur dann iiberein- 
stimmen, wenn ihre Normen iibereinstimmen; auch der innere Grund 
beider Satze ist der gleiche. 

Es 1a8t sich namlich m als Linearformenmodul YN, , auffassen, indem 
man jedes Polynom als Linearform in den Potenzprodukten von z, ...2,_, 
auffabt und 2z,;,,...2, dem Koeffizientenbereich adjungiert. Der Resul- 
tantenfaktor R“ wird dann gleich der Norm des zugehérigen Grund- 
moduls (§ 1) G,_, nach M;_,, wodurch sich auch sofort eine Deutung 
der Multiplizitat — Produkt von Grad und Exponent eines Faktors 
von R — durch die Anzahl linear unabhangiger Restklassen ergibt*), 
eine Tatsache, die bis jetzt nur in dem speziellen Fall bekannt war, wo 
die Resultante sich fiir unbestimmte Koeffizienten definieren laBt*). 

Zur Ableitung dieser Resultate werden in § 1 und 2 Sitze iiber 
Moduln aus Linearformen gegeben, deren Koeffizienten ganze rationale 
Zahlen oder Polynome einer Unbestimmten sind. Den Zusammenhang 
mit den in § 3 eingefiihrten Idealen aus Polynomen vermittelt der 
Isomorphiesatz des § 4. § 5 gibt den oben erwahnten zweiten Teil des 
Hauptsatzes, § 7 den Satz iiber die Nullstellen, dem in § 6 eine all- 
gemeine Eliminationstheorie vorausgeht. Hier wird zugleich, bei Einfiihrung 
neuer Unbestimmten, die Zerlegung der Resolvente in Linearformen dieser 
Unbestimmten bewiesen; und damit bei der hier gegebenen Elimination 
ein einwandfreier Beweis fiir eine Kroneckersche Behauptung erbracht*). 


*) Diese letzteren Resultate zeigen ihre eigentliche Bedeutung, wenn man die 
Zerlegung der Ideale in primire heranzieht; die einem primiéren Ideal entsprechende 
Multiplizitaét ist dann definiert als Anzahl der linear unabhingigen Restklassen des 
Komplements nach diesem Ideal; darauf soll an anderer Stelle eingegangen 
werden. (E. N.) 

*) Vgl. Macaulay, The algebraic theory of modular systems, Cambridge Tracts 19 
(Cambridge University Press, 1916); Nr. 67; auch Lasker, Zur Theorie der Moduin 
und Ideale, Math. Ann. 66 (1905), S. 20—116; 8.98. DaB in diesem Fall Resultante 
und Resultantenform iibereinstimmt, ist in den unter ') erwahnten, noch nicht ver- 
éffentlichten Saétzen von Hentzelt gezeigt. (E. N.) 

*) Der versuchte Beweis bei Konig, Algebraische GréBen (Leipzig 1903, Teubner), 
V, § 4 — fiir die Kroneckersche Eliminationstheorie — ist bekanntlich nicht gelungen. 
DaB auch bei den von Kénig in die Kroneckersche Eliminationstheorie eingefiihrten 
Multiplizitaten der zweite Teil des Hentzeltschen Hauptsatzes nicht gilt, zeigt 
Macaulay a. a. 0. 8. 23, wo weiter gezeigt wird, dab die Kroneckersche Eliminations- 
theorie nicht der Zerlegung in primaire Idcale entspricht. (E. N.) 


tre 
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$1. 
Moduln aus Linearformen. 


Unter ganzen GréBen a,b, c,... werden in den beiden ersten Paragraphen 
ganze rationale Zahlen oder Polynome einer Unbestimmten mit Koeffizienten 
aus einem beliebigen, abstrakt definierten Kérper P verstanden; unter 
Linearformen a(¢), 6(é),... solche in endlich viel Unbestimmten é, ... 
mit ganzen GréBen als Koeffizienten. 


Ein Modul U% aus Linearformen ist definiert durch die Bedingungen: 
YW enthalt neben a(&) und 6(&) auch die Differenz a(t) —6(é); neben 
a(<) auch c-a(é), unter ¢ eine beliebige ganze GréBe verstanden. 

Unter dem Rang von % verstehen wir, wie iiblich, die Maximalzahl 
von linear unabhangigen Linearformen aus YU; unter dem i-ten Determinanten- 
teiler d, von A den gréBten gemeinsamen Teiler aller Determinanten 4-ten 
Grades aus Y (d.h. aller Determinanten i-ten Grades, die sich aus der 
Koeffizientenmatrix von je 4 Linearformen aus & bilden lassen). Ist o 
der Rang von M, also d,,..., d, die von Null verschiedenen Determinanten- 
teiler, so sind die Hlementarteiler von “% definiert durch e, =—d,; 
e, =d,/d,; ...; & =d,/d,-1; 44 = 0. YW ist bekanntlich ein endlicher 
Modul, der eine Modulbasis aus genau o Linearformen a, (é),..., a,(é) 
besitzt, durch die sich jede Linearform aus % linear, mit ganzen GréBen 
als Koeffizienten, darstellen laBt: 2M = (a,(&),...,a,(&)). Bedeutet A die 
Koeffizientenmatrix dieser Linearformen, so stimmen daher die Determinanten- 
und Elementarteiler von 2% mit denen von A iiberein, woraus zunachst 
folgt, daB jeder Elementarteiler e; im folgenden e,,, aufgeht. 


Die nach 

der Elementarteilertheorie bestehende Matrizengleichung 

€, 

raa-(* 

, 
zeigt weiter — wenn durch unimodulare Transformation § = Q(7) neue 
Unbestimmten 7, ..., eingefiihrt werden — das Bestehen der Modul- 
gleichung: 
(1) HW = (€, 9,5 Cy Nos ++ +s Coe) 


Der fiir das folgende wesentlichste Begriff ist der des Grundmoduls’), 
nach 


5) Vgl. Steinitz, Rechteckige Systeme und Moduln in algebraischen Zahlkérpern II. 
Math. Ann. 72 (1912), 8. 297—845, Nt. 36. Hentzelt scheint aber jedenfalls unabhingig 
von Steinitz, mit dem sich auch sonst Beriihrpunkte finden, fiir seinen einfacheren 
Fall zu dem Begriff, in der Fassung von Formel (4), gekommen zu sein. (E. N.) 
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Definition I. Hin Modul © heiBt Grundmodul, wenn er keinen 
echten Teiler gleichen Ranges besiizt*). 


® ist also dann und nur dann Grundmodul, wenn aus 
(2) c-g(é 0(G); c+ 0 stets folgt: g(f)= 0(G). 

Der Zusammenhang zwischen beliebigem Modul und Grundmodul wird 
gegeben durch 


Satz I. Jeder Modul U ist durch einen und nur einen Grund- 
modul & gleichen Ranges teilbar; © ist definiert als kleinster Teiler glei- 
chen Ranges von % und dargestellt durch 


(3 © =(9,,---s Me); 
® soll als Grundmodul von U bezeichnet werden. 


Die Bedingung, daB @ der kleinste Teiler gleichen Ranges sein soll, 
driickt sich namlich so aus: © enthalt alle und nur die Linearformen g(é 


G's 


die einer Relation geniigen 
(4) b-g(&) — 0(H); b+ 0. 


Daraus ergibt sich zuniachst, daB Modul ist, da neben 


b,g,(€) = 0(H); b, + 0; b.g,(&) = 0( A); b, + 0 
auch 
b,b, (9, (F) — ga (€)) = 0(%); 6,6, + 0 
erfiillt ist; und natiirlich auch b,-cg,(&)=0(%). @G ist aber auch Grund- 


modul; denn aus 

c-g(&) = 0(G); c+ 0 
folgt nach (4): 

beg(é)=0(A); be+0, 


also wieder nach (4) auch g(é) = 0(@). 


Es gibt ferner keinen von dem kleinsten Teiler gleichen Ranges & 
verschiedenen Grundmodul @,, der den Bedingungen geniigt. Denn @, 
miiBte durch & teilbar sein, besitzt aber als Grundmodul keinen echten 
Teiler gleichen Ranges, und ist somit mit @ identisch. SchlieBlich ist 
der durch die rechte Seite von (3) dargestellte Modul Grundmodul, da 
jeder echte Teiler eine weitere Unbestimmte » enthalten muB, also héheren 
Rang besitzt; und somit ergibt (3) den eindeutig definierten Grundmodul 
von &, womit Satz I in allen Teilen bewiesen ist. 


*) Teiler im Modulsinn verstanden: &% ist teilbar durch 6, U=0(B), wenn 
jedes Element aus % in 8 enthalten ist; 8 heiBt echter Teiler, wenn es von “% ver 
schiedene Elemente enthilt. 








~~ 


— ©. he © 
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Ein weiterer fiir das folgende wesentlicher Begriff ist der Dedekindsche 
Begriff des Quotienten zweier Moduln’) nach 
Definition Il. Der Quotient c= U/B zweier Moduln aus Linear- 
formen ist definiert als Gesamtheit der ganzen GréfBen c, die der 
Bedingung 
c-B = 0(H) 
geniigen. c stellt ein Ideal aus ganzen Groen, also ein Hauptideal dar. 
Entsprechend ist der Quotient € = U/b eines Moduls U aus Linearformen 
durch ein Ideal 6 aus ganzen Groen definiert als Gesamtheit der Linear- 
formen c(é&), die der Bedingung 
c(&)-b — 0(%) 


geniigen. © stellt wieder einen Modul aus Linearformen dar, und zwar, 
sobald 6 vom Nullideal verschieden ist, einen Modul gleichen Ranges wie U 

Dazu ist nur zu bemerken, daB es nach der Definition klar ist, da8 
dem Quotienten jeweils die Moduleigenschaft zukommt; Systeme aus ganzen 
GréBen mit Moduleigenschaft sind aber Ideale. 

Der Quotientenbegriff fiihrt zu einem Zusammenhang zwischen Grund- 
modul und héchstem Elementarteiler, nach 

Satz II. Zwischen Grundmodul und héchstem Elementarteiler von % 
besteht die reziproke Beziehung 


5) (e,) = U/G; & = A/(e.), 
wo (e,) das aus e, abgeleitete Hauptideal bedeutet. 
Denn da jeder Elementarteiler in e, aufgeht, so kommt nach (1) und (3): 
6) e,&@=0(U) und folglich (e,)-G6=0(U); 
es wird also (e,) durch den Quotienten H/G teilbar. Es gilt aber auch 
das Umgekehrte; denn aus 
bG=0(A) folgt by, = O0(A). und somit b= O0(e,), 
womit die erste Formel (5) bewiesen ist*). (6) zeigt weiter, daB G durch 
’) Bei Dedekind handelt es sich um Zahlenmoduln, fiir die auch eine Multiplika 


tion definiert ist, so da®B der Dedekindsche Quotient nicht mit dem hier definierten 
Quotienten iibereinstimmt. (E. N.) 


®) Setzt man W%,=%,..., Wi=(U, mo, ..., mo—i+1), wo also jeweils %; den 
héchsten Elementarteiler e.—, besitzt, so kommt nach denselben Schliissen: 


(eo) = U/W, .--, (¢o—2) = Wa/ Wags, ..., (€,) = Wo—1/Up. 
Sei allgemeiner: ¢, = b,,7,+..-+5,, 9, gesetzt, sei (b,,,¢,)=1 und bedeute 
B =U,...,B=(H,¢,,.. 
so besitzt auch 8; den héchsten Elementarteiler ¢g—1, und es kommt somit: 


(€9—2) = Ba /Ba+1. 


“9 Comata)> 
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den Quotienten A&/(e,) teilbar ist; dieser Quotient ist ein Teiler gleichen 
Ranges von &, also nach der Definition des Grundmoduls von & auch 
umgekehrt durch @ teilbar, womit auch die zweite Formel (5) be- 
wiesen ist. 


Bedeutet d irgendeine nicht identisch verschwindende Determinante 
y-ten Grades aus %, so wird d durch den g-ten Determinantenteiler d, und 
folglich durch e¢, teilbar; es kommt also dG = 0(M%) und nach dem obigen 
Schlu8 folgt daraus © = U/(d). Es ist aber fiir das Spiatere wesentlich, 
da8 diese letztere Quotientendarstellung fiir G sich auch ohne Zuriickgehen 
auf die Elementarteiler beweisen Ja8t, und daher allgemeinere Giiltigkeit 
besitzt, nach 


Satz III. Versteht man unter ganzen Gréfen Polynome in mehreren 
Unbestimmten”), so gilt noch die Quotientendarstellung 


7) ® = Aj(d), 


unter d irgendeine nicht identisch verschwindende Determinantie o-ten 
Grades aus UU verstanden. ; 

Vorerst ist klar, daB die Begriffe des Ranges, des Grundmoduls und 
des Modulquotienten — der nur jetzt kein Hauptideal wird — bei dieser 
Erweiterung erhalten bleiben, ferner Satz I mit Ausnahme der Basisdar- 
stellung. 


Es seien jetzt 


@, (F) = @,,6, +. -- +,.8,5 «+3 Bye (E) = Op, &, +... + Oyng, 


e lmear unabhangige Linearformen aus YW, die im allgemeinen keine 
Modulbasis bilden werden; die Unbestimmten é seien so bezeichnet, da 


d= |a,;| + 0; ‘,fj=1,2,..., 9. 
Hieraus folgt, daB o Linearformen von spezieller Gestalt zu & gehéren: 
(8) BE, + Bi.041 F041 Hoot bye Fe 0(%) (4=1,2,...,@). 


& kann aber keine nur von &,,,...é abhangige Linearform c,,,&,.,-+... 
+ ¢, €, enthalten, da sonst mindestens eine (o +- 1)-reihige Determinante 
d-c, von Null verschieden ware. 


") Tatsichlich wird nur benutzt, daB die ganzen GréBen sich darch Addition, 
Subtraktion und Maultiplikation reproduzieren, unter Giiltigkeit der gewéhnlichen 
Rechnungsregeln, daB sie also einen Ring bilden; und weiter, daB in diesem Ring ein 
Produkt nur verschwindet, wenn ein Faktor verschwindet, daB der Ring sich also 
durch Quotientenbildung (Adjunktion von Elementenpaaren) zu einem Kérper erweitern 
14Bt. Dagegen wird keine Basisdarstellung des Moduls benutzt, (7) gilt also z. B. auch 
fiir den Bereich aller ganzen algebraischen Zahlen als Koeffizienten. (E. N.) 
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Nun ist der Quotient U/(d) als Teiler gleichen Ranges von & durch G 
teilbar; es gilt aber auch das Umgekehrte. Denn fiir jedes g(&) = 0(G) 
gilt nach Definition: 

c-g(€)=0(H); c+O0 und folglich d-c-g(é)=0(H). 
Nach (8) wird aber 

. d-g(é): Go+1 F041 + see + ge & (A), 

folgiich kommt 
CJo+1 F041 + eee + Coe ee _ 0(%), 





also nach dem eben Bemerkten c-g,,, = 0,..., ¢-gz = 0 und damit, wegen 
c+ 0, auch g,,,=0,...,g2=0, also d-g(&)=0(H), womit (7) be- 
wiesen ist. 

Es sei bemerkt, daB d-g(&)—0(Y%) auch direkt daraus folgt, dab 
die beiden Moduln (a, (&), ..., @)(€)) und (g(é), a, (€), ..., @,(&)) gleichen 
Rang o besitzen, so daB also — g(f)=—c,é,+...+6¢,&, gesetat — 
die (o + 1)-reihige Determinante 

| @,(E) Gy .-. Grp 
nee 

| a, (&) Goi +++ Bye 
| g(&) oc ... & 





verschwindet. Der oben gegebene Beweis kehrt aber in § 4, im AnschluB 
an Formel (30), wieder. 


§ 2. 
Zerlegungssitze fiir Normen und Moduln. 


Es handelt sich jetzt wieder um Linearformen-Moduln in bezug auf 


ganze rationale Zahlen oder Polynome einer Unbestimmten mit Koeffi- 
zienten aus P. 


Definition III. Fapt man, wie iiblich, alle diejenigen Linear- 
formen in &, die modulo U einander kongruent sind, in eine Restklasse 
zusammen, 80 bezeichne das Symbol G|U% das System der Restklassen 
von & nach U, d. h. das System all derjenigen Restklassen nach U, die 
aus Elementen von © bestehen. Die Norm von G nach U — in Zeichen 
N (G|U) — ist definiert als Determinante der Ubergangssubstitution von 
®G nach U, d.h. als Determinante der Substitution, die irgendeine linear 
unabhangige Modulbasis von U durch eine ebensolche des Grundmoduls 
® von UA ausdriickt. 

Aus (1) und (3) bzw. der Bemerkung zu Satz II ergibt sich: 


(9) N(G|A)—e,e...@—d; G=A(N(G)M). 
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Aus (1), (3) und (9) folgt in bekannter Weise, daB N (G/M) im Fall 
ganzer rationaler Zahlen die Anzahl der Restklassen von & nach W& dar- 
stellt, wahrend im Fall von Polynomen einer Unbestimmten — wo die 
Anzahl der Restklassen im allgemeinen unendlich wird — der Grad von 
N (G/M) gleich der Anzahl der in bezug auf P linear unabhangigen Rest- 
klassen wird. Ist $ ein Teiler gleichen Ranges von YW, so enthalt B 
neben einem Reprisentanten irgendeiner solchen Restklasse zugleich alle 
Elemente der Restklasse, entsteht also durch Zufiigung von endlich vielen 
Restklassen bzw. ihrer linearen Verbindungen zu &. Daraus folgt sofort: 

Satz IV. Ist B ein Teiler gleichen Ranges von UA, so dap also 
die Grundmoduln ibereinstimmen, und wird auferdem N(G BH) 

N(G A), so wird auch B= A. 

Uber den Zusammenhang der Zerlegung von Normen und Moduln gilt 

Satz V. Es sei 
10) Ni@|A)=—r-s, (r,8)=—1; 


dann existiert ein und nur ein Modul Si. ebenso ein und nur ein 
Modul GS, die beide Teiler gleichen Ranges von U sind, derart, daf 
r=N(GR), s=—N(G'IS) 
wird. KR und © sind definiert als 
R=—A(s); S=—A/(r), 


und es wird U gleich dem kleinsten gemeinsamen Vielfachen von Ri und = .'°) 
Setzt man r, = (fr, @,); 8 


8, @,), 80 gelten die Reziprozitdten 


(11) (&)=A(R) R—A/(s); (7.)=A/S; S=—A/(r,). 
Setzt man niamlich allgemein r;=(r,¢€;), 8,=(8, ¢,), so kommt 
nach (9) und (10): 
(%.8)=1; €=—97,8; T=, ..-%o, - 8 = 8, + 8s 
und jedes r; bzw. s, geht im folgenden r,,, bzw. s,;,, auf. 
Setzt man also 
MR an (7, 9,,--2>FeMe)s G=(e, 9, ---s SeMe)> 


so werden und © Teiler gleichen Ranges von A; W wird wegen der 
Teilerfremdheit von r; und 8, gleich dem kleinsten gemeinsamen Vielfachen 
von ft und ©, und es kommt ferner 


N(G@'R)—r,...7,=7; N(GjS)—e,...8,—8. 


**) Kleinstes gemeinsames Vielfaches {R, SG] im Modulsinn verstanden: Gesamt- 
heit der Linearformen, die sowohl durch R wie durch © teilbar sind. Entsprechend 
ist der gréBte gemeinsame Teiler (R, S) im Modulsinn zu verstehen als Gesamtheit 
der Linearformen, die sich darstellen lassen als Summe eines Elementes aus R und 
eines Elementes aus ©. 
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Weiter gilt 
sR=0(A); +r,6=0(H); 
aus cR — 0(A) folgt cr, ny, =0(UA), also c=0(s8,), womit (s,) = W/R 
und entsprechend (r,) = %/G bewiesen ist. Aus 
b(m)= 6,9, +... +5, 9, = 0(A/(s,)) 

folgt wegen der Teilerfremdheit aller r; zur 8, ferner b;=0(r;), also 
R= A'(s,) und entsprechend © = W/(r,), womit die Reziprozitaéten (11) 
bewiesen sind, die fiir den Speziallfall r= 1 in (5) iibergehen. 

Es ist noch die eindeutige Bestimmtheit von R und © zu zeigen. 
Seien R und © den Bedingungen von Satz V geniigende Moduln, *;, und 5; 
ihre Elementarteiler. Da ¥, und §, Teiler von e; sind, kommt wegen 
hase Bee e=8,...5,, (¥,, 3.) = 1 
auch 

e; = 7, 8;, r= (7,6)—=%, 5; = (8, &) = 8;, 


RR und S stimmen also mit R und © in Elementarteiler und Grundmodul 
iiberein. Fiihrt man daher vermége einer unimodularen Substitution 


n = Q‘<¢) neue Unbestimmte ¢ ein, so wird 
RM me (7,6... 2-9 Febe); 
Y= (975 85 (Gua 's + --- + re lo)s - ++» To8o(Qerds +--+» + QoeSe))- 
Aus W&=O0(R) kommt somit 1; 8; (9.6, +- .-- + Gio.) =O9(R); also 


7, 8;9;;—0(17,;). Wegen (r,s) = 1 ergibt das r,g,;=0(r;) oder R=0(R). 


Da aber N(G|R)=— N(G|R) ist, so kommt R= MR nach Satz IV, und 
entsprechend © = ©, womit Satz V in allen Teilen bewiesen ist. 


§ 3. 
Ideale aus Polynomen. 


Es sei m ein Ideal aus Polynomen der m Unbestimmten y, ... y,, 
mit Koeffizienten aus einem beliebigen, abstrakt definierten Kérper P; 
d. h. m enthalt neben ®, (y) und ®,(y) auch die Differenz ®,(y) — ,(y), 
neben ®(y) auch A(y)-®(y), unter A(y) ein beliebiges Polynom mit 
Koeffizienten aus P verstanden*’). 

Die y seien einer Transformation mit Unbestimmten als Koeffizienten 
unterworfen, 


i,= 2%; 
(12) y=U(x); etwa } ¥2 = %n% 1 %, 
Yn = Uni DY = een Maa~-1 Za-1 + 2a, 


1) Die begrifflich sich ergebende Bezeichnung ,,Ideal“ anstatt des friiher allge- 
mein iiblichen ,Modul* oder ,Formenmodul“ erweist sich hier schon zur Unter- 
scheidung von den Moduln aus Linearformen als notwendig. (E. N.) 
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und die Unbestimmten u,, dem Keeffizientenbereich der Polynome adjun- 
giert, der somit in einen Kérper P(u) tibergeht. Durch diese Adjunktion 
gehe im iiber in m,,); m,,, enthalt also neben den Polynomen ®,(y) aus 
m auch alle linearen Verbindungen 2 «a,(u)®;(y) je endlich vieler 2,, 
unter «,(%) rationale Funktionen der u,, mit Koeffizienten aus P ver- 
standen. Die «;(u) kénnen, durch Multiplikation mit einem geeigneten 
Polynom in u, ohne Beschrinkung der Allgemeinheit als Potenzprodukte 
in «“ angenommen werden. Es gilt also: 


(13) Sa,(u)%(y)=0(m,)); Pil(y)=O(m) und umgekehrt. 


Vermége (12) geht im,,, iiber in ein Ideal m aus Polynomen in 2, ... z,; 
mit Koeffizienten aus P (1): 


(14) Tm, =m vermoge y= U(z). 
Die Verbindung der Relationen (14) und (13) sagen das folgende aus: 


(15) Aus F(x)=0(m); F(x) = ®(y) = S a; (u) O(y) = Dd a, (u) Fi (x) 
folgt F,(z)=0(m); 


wihrend aus (14) und (15) sich riickwarts wieder (13) ergibt. 

Definition IV. IJdeale m aus Polynomen in xz, ...x, mit Koeffi- 
zienten aus P(u), die den Relationen (15) geniigen, also vermédge 
y = U(x) aus Ti,,, entstehen, seien als transformierte Ideale bezeichnet. 

Die transformierten Ideale sind durch die Existenz regulirer Poly- 
nome ausgezeichnet; ein Polynom vom Grade r heipt reguldr in bezug 
auf x,, wenn es den Term xj mit von Null verschiedenem Koeffizienten 
enthalt; man sieht, daB die Polynome F(x) regular in bezug auf z, sind. 
Es wird sich im folgenden wesentlich darum handeln, diese transformierten 
Ideale als Moduln aus Linearformen in gewissen Potenzprodukten der z 
aufzufassen. Dazu ist der Begriff des Grundideals festzulegen, der spiter 
in den Grundmodul iibergehen wird. Wir schicken eine von jetzt an 
durchweg festgehaltene Bezeichnung voraus: 

Bezeichnung. Unter F®,f®,a",... seien durchweg Polynome 
der x verstanden, die von x,...2;_, fret sind. 

Definition V. Zu jedem Ideal m sind n Grundideale go, 91, ---; Gn: 
definiert durch die Festsetzung: das Grundideal (i — 1)-ter Stufe g;_, 
enthalt alle und nur die Polynome G(x), fiir die es ein — im allgemeinen 
mit G(x) sich dnderndes — Polynom b“ gibt, derart, dap 


(16) b°G(xz)=0(m); 56% +0. 


Da8& die g tatsichlich Ideale sind, entspricht genau dem Nachweis 
der Moduleigenschaft fiir @ im AnschluB an Formel (4), wozu (16) das 
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Analogon bedeutet. Es wird g; durch g;-, teilbar, da jedes Polynom gee 
zugleich ein b™ ist. 

Fiir die Grundideale gilt: 

Satz VI. Die Grundideale von transformierten Idealen sind trans- 
formierte Ideale™). 

Der Beweis beruht auf einem bekannten Dedekind- Mertensschen 
Satze™): Seien a und 6 Unbestimmte, set gesetzt 

a 4%, at est z,'- 3) by of Be bee oi = >» ¢(a, b)., at = ee 2". 

ats”, 2) SH, Sksr+h; 

bedeuten ferner U, B, C die jeweils aus den a,b,c vermdge ganzer ratio- 
naler Zahlen abgeleiteten Moduln, so existiert ein Exponent g derart, daB 
die Identitat gilt: 
(17) U°B = At’ C. 
Dabei besteht %* aus den Potenzprodukten.@-ter Dimension der a und 
deren ganzzahligen linearen Verbindungen. 

Zum Beweise von Satz VI sei jetzt gesetzt: 


{ G(a)=T(y)=Ya.(u) ily) = La (u)G(z), 

| 6° (x) = p(y) = 3 Bu (™) Pu(y), 

wo also a,(u) und f,(w) Potenzprodukte der u bedeuten. Dann gilt 
nach (16), (14) und (18): 

(19) SBu(w) pu (ly) ai (u) ily) =0(M,)); DT Bult) on (y) + 0. 
Hier steht links das Produkt zweier Polynome in uw, deren Koeffizienten 


die Polynome , ( y) und I; (y) sind; die Koeffizienten des Produktpolynoms 
in w sind nach der rechten Seite von (19) Polynome aus m. Enrsetzt 
man also in (17) die a,b,c durch diese Polynome in y, so ergibt sich 


(18) 


3 Bu (u) 9: (y)}"-Ti(u) = 0 (iy) 
was nach (18) gleichbedeutend ist mit: 
(20) b (x)*-Gi(x)=O(m); Gi(x) ]0(ge-1). 


Die Relationen (16), (18) und (20) zeigen, daB die Grundideale g;_, 
tatsdchlich transformierte Ideale sind. 


2) Satz VI wird erst in § 7 beniitzt. 

13) Dedekind: Uber einen arithmetischen Satz von GauB, Mitt. d. deutsch. math. 
Ges. zu Prag 1892. F. Mertens: Uber einen algebraischen Satz, Ber. d. Ak. d. Wissensch. 
Wien 101 (1892), 8. 1560—1566. — Die Kroneckersche Erweiterung des GauBschen 
Satzes auf Polynome mit unbestimmten Koeffizienten ist eine unmittelbare Folgerung 
dieses Satzes. 
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§ 4. 
Zusammenhang zwischen Idealen aus Polynomen und Moduln aus 
Linearformen. 
Um ein Ideal m aus Polynomen, das stets als transformiertes vor- 
ausgesetzt wird, als Modul W;_, (¢=1...m) aus Linearformen aufzu- 


fassen, sind die einzelnen Polynome F(z) als Linearformen in den Potenz- 
produkten & von z,...2;., zu betrachten: 


F(x) = S aj” &, 


unter a; nach der Bezeichnung von § 3 Polynome in 2; ... x, verstanden. 
Aus der Definition des Ideals folgt sofort, daB ,;., Moduleigenschaft 
in bezug auf diese ganzen GréBen a“, b™, ... zukommt; da ferner die un- 


endlich vielen Potenzprodukte é der x, ...2;., nur linear auftreten, spielen 
sie wegen ihrer linearen Unabhangigkeit fiir Y;., die Rolle von Unbe- 
stimmten. Jeder Modul 9,_, enthalt unendlich viele Unbestimmte §£, 
aber in jeder einzelnen Linearform treten nur endlich viele Unbestimmte 
auf. Ebenso soll jedes Grundideal g;., als Linearformenmodul ©;_, auf- 
gefaBt werden, wo die Unbestimmten wieder die Potenzprodukte von 
Z,... 2%, sind. Fiir i= 1 handelt es sich nur um eine Unbestimmte ¢,, 
die der Einheit entspricht. 

Man kann sich nun, worauf alles folgende beruht, trotz dieser unend- 
lich vielen Unbestimmten £ auf Linearformenmoduln in endlich vielen 
Unbestimmten beschranken nach 


Satz VIL Das Restklassensystem ©;_, Wi, ist tsomorph einem 
Restklassensystem ©; , Mj_,, wo MZ, einen Modul in endlich vielen 
Unbestimmten und @;_, seinen Grundmodul bedeutet. Der Modul M;-, 
besitzt — bei Adjunktion von z;,,...2, 2uP(u) — nur endlich viele von 
1 verschiedene Elementarteiler, die von 1 verschiedenen Elementarteiler 
von IM ,. 

Dabei sind die Elementarteiler von 3;_,.wie in Anmerkung *) zu 
definieren. 

Die in Satz VII auftretende Isomorphie beruht auf 

Definition V. Zwei Restklassensysteme heiBen isomorph, wenn sie 
sich derart eineindeutig zuwordnen lassen, daf der Differenz zweier Klassen 
die Differenz der entsprechenden Klassen zugeordnet ist; und dem Pro- 
dukt einer Klasse mit eimer ganzen Grofe das Produkt der entsprechen- 
den Klasse mit derselben ganzen Grofe. 

Der Beweis von Satz VII ergibt sich-durch volle Induktion. Fiir 
*=1 ist Satz VII offenbar richtig; denn WM, ist ein Linearformenmodul 
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in einer Unbestimmten &,, die dem Potenzprodukt nullter Dimension der z, 
also der Einheit entspricht; ganze GréBen sind alle Polynome von 2, ... 2,. 
Das Grundideal g, wird gleich dem aus allen Polynomen von 2, ... 2%, 
bestehenden Einheitsideal, @, also gleich dem Modul (é,), dem Grund- 
modul von M,, so daB hier GF |My mit G,|M, zusammenfillt. SchlieB- 
lich kann 9%,, als vom Rang 1, héchstens einen von 1 verschiedenen 
Elementarteiler besitzen. 

Wir gehen vorerst von «=1 zu i= 2 iiber, um mit der hier ge- 
wonnenen Einsicht in den Bau von G, | Mt, den Induktionsschlu8 allgemein 
zu fiihren. Dazu zeigen wir zunachst, daB fiir ©, | M, ein in x, beschranktes 
Reprdsentantensystem genommen werden darf, was dann wegen der Teil- 


barkeit von g, durch g, zu den endlich vielen Unbestimmten von G; 
fiihren wird. 


mt besitzt nach § 3 als transformiertes Ideal mindestens ein in x, regulares 
Polynom C(x), das etwa k-ter Dimension sei; also enthalt WM, die 
Linearform CO’ é,. Wegen der Regularitaét von C(x) laBt jedes Polynom 
H(z) eine Darstellung zu: 


{2] Hix a” be +... + bo? at? (O” (2); 


so daB sich also, wegen der Zugehérigkeit von C”’&, zu My, fir G,| M, 
tatsichlich ein Reprisentantensystem wahlen laBt, das die k-te Dimension 
in x, nicht erreicht. 

Wird jetzt insbesondere fiir die Polynome G(x) aus g, und F(z) 
aus mi gesetzt: 


y —_ (2) (2) ' (2) k-1 (1) ; 
ie {G(x)=G9o +91 M+ ++. + Ge-1% (O'" (x)), 


! (2 (2) (2 k- (1) , 
i F(x) a 7 GQ, 44-7 weet Ope 2; : (C (x)), 


bedeutet ferner @,* das System aller Linearformen g(é) = go” +... 

gi’, &e-,, entsprechend WM," dasjenige der Linearformen a(£) = ay” é) +... 
af, 5-1; so folgt aus der Idealeigenschaft von g, und m, daB GS und 
M* Moduln aus Linearformen in &...é,-, in bezug auf die ganzen 
GréBen b,c... sind. Ebenso ergibt das aus C(x) abgeleitete Haupt- 
ideal einen Modul in bezug auf diese ganzen GréBen: 


©, = (05,6, ééae Gobinawns 
wo ¢,=2;C"’(a) gesetzt ist. Die ¢, sind linear unabhdngig in bezug 
auf diese ganzen Gréfen b”,c,..., und zwar sowohl unter sich wie 
von den endlich vielen §. Aus der Teilbarkeit von €, durch Mt, und 
folglich durch @, folgt, daB auch G* durch @, bzw. M,* durch M, teilbar 
ist. Unter Beriicksichtigung von (22) kommt somit: 


(28) G, = (G", C,);  M, = (M*, C,). 
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Aus (23) und der Linearunabhangigkeit der £ und ¢ ergibt sich Satz VII 
fir i= 2 wie folgt. Wegen der Teilbarkeit von ©, durch I, kommt 
vorerst: G,' IM, = GM, Um die Isomorphie mit G, : My" nachzuweisen, 
mége durch gewisse Linearformen g*(¢) aus @; ein Reprisentantensystem 
von @"!M," gegeben sein. Wegen der Linearunabhangigkeit der £ und ¢ 
folgt nun aus g*(¢) ~ 0(M,) auch g*(é) = 0(My"); die g*() sind somit 
auch modulo Yt, inkongruent, bilden ein Reprasentantensystem von @* | M,; 
und die durch dieses Reprisentantensystem vermittelte Zuordnung von 
G,|M, zu GF IM>* ist isomorph nach Definition V. 

Ganz entsprechend kommt: 

Aus bg() = 0(M,); 6” + 0 folgt bg(é) 0(Ms*), b° +O. 
Da dies fiir alle g(£) aus @; und nur fiir diese erfiillt ist — denn GS 
besteht nach (23) aus der Gesamtheit der Polynome des Grundideals g,, 
die zugleich Linearformen in ¢ sind — ist somit @>* als Grundmodul von 
Mm" charakterisiert. 


Adjungiert man schlieBlich z,... 2, zu P(u), so kommt: 
~ » - . 
(24) |G, = (1 +--No); M, = (011, +++ CoN); &, = (Mo +++ as Seeesreeeds 
M, Me (Gong «005 ©, Bay Se vee by o-0)5 
und somit: 


(€,) = Dt,/G, = MEM, ne) (@o-1) = (ME, 72 )/G, usw. 


womit unter Beriicksichtigung von Anmerkung *) ¢,, ¢,.,,..-,@, 1,---,1,.-- 
als Elementarteiler von I, erkannt sind. 

Damit ist fiir i= 2 Satz VII in allen Teilen bewiesen. 

Es sei bemerkt, daB (22) und (23) nur benutzen, daB C”’ (x) in 
, Tegular ist. Diese Formeln und die daran gekniipften, zu Satz VII 
fiihrenden Uberlegungen bleiben somit erhalten, wenn an Stelle von (12) 
die spezielle Transformation 


zx 


or . pon . . 
( 25) Y, = Bs Yo = Mg, ZH 2%; ---s Y, = Uy 7, +2 


zugrunde gelegt wird, die durch Zusammensetzen mit 


z=U, (2) 
(26) } oder 
° . . — i 
Sq == Bq; By = Ups Zt By; ---5 5, = Sigh +... +8 “+2 


nu,n-i'n-1 | n 


wieder (12) ergibt. Geht m,,, vermége (25) in m iiber und haben 
G,, G,... die entsprechende Bedeutung fiir m wie g,,@,... fiir m, so 
gilt also: 


(27) G, =(G",€,); Mm, =(M", |). 
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Dabei entsteht (27) aus (23) einfach vermége der Umkehrung von (26). 
Denn dies ist offenbar erfillt fiir m und C“’(x), also auch fiir €, und M,. 
Es gilt aber auch fiir g,, denn 


d(x) G(x)--O(m), b@ +O und 46”(z) G(zx,z) O(m), 6° +0 


bedingen sich vermége z= U,(x) gegenseitig. Somit wird g, =, ver- 
mége (26); also auch G, = G,, und damit gilt nach der durch (2) ge- 
gebenen Definition fiir @ und M* das gleiche fiir G* und M* und s0- 
mit fiir die ganze Darstellung (27). 


Zum allgemeinen InduktionsschluB migen die Voraussetzungen gelten: 


ion) f Geer = (GE, G1), Mr (ME, G1), 
| C;_, Cee, Ree ie OSS * 
(i) 


wo @* , und M~, Moduln — in bezug auf die ganzen GréBen 6”, c®,... — 
aus Linearformen in endlich vielen Unbestimmten £, gewissen Potenz- 
produkten von z,,...,2;_,, bedeuten; und wo die ¢ linear unabhangig 
sowohl unter sich wie von den é in bezug auf diese ganzen GréBen seien. 
Eine (28) entsprechende Darstellung und die Linearunabhingigkeit der ¢ 


und ¢ soll auch gelten, wenn statt (12) die spezielle Transformation 
29 ) = Z,; - oh. a 

(29 ¥, >= %; *o 29 Y; 1 = U; 1,17 ree TU 
Yi By ee Ty gg Bei ys eee Yup Oy 1% Te TH, 
zugrunde gelegt wird, die sich zu (12) zusammensetzen laBt vermége 


z=U,_,(x) oder 


oo: © U4, Gh +2, 


&; i i+] i 
2, =U, Bit ee Uy By a Tas 
und zwar soll diese spezielle Darstellung aus (28) einfach durch Um- 
kehrung von z= U,_,(x) hervorgehen.“ 

Aus den Voraussetzungen (23) und der Linearunabhangigkeit der § und ¢ 
folgt die Isomorphie von @,_,|Dt_, mit Gi, Me,, vermoége Zuordnung 
zu dem gleichen Reprisentantensystem, durch genau die gleichen Uber- 
legungen, die oben an (23) ankniipften; ebenso ergibt sich, daB @* , Grund- 
modul von IM, wird und daB W,;_, nur endlich viele von 1 verschiedene 
Elementarteiler besitzt, die von 1 verschiedenen Elementarteiler von IM;_,. 

Zur Durchfiihrung des Induktionsschlusses ist vorerst wieder zu zeigen, 
daB fir G@*,!MA,, also auch fiir G,_,'M,-,, ein in x; beschranktes 
Reprdasentantensystem genommen werden darf. Dies ergibt sich aus der 
in (7), Satz III bewiesenen Quotientendarstellung: 


(30) ina * ME WC"), 


unter C“ irgendeine nicht identisch verschwindende Determinante 9-ten 
Grades aus Mj, verstanden, wo o den Reng von 9j_, bedeutet. Aus 


5* 
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dem auf die spezielle Transformation (29) beziiglichen Teil der Voraus- 
setzungen ergibt sich, daS CO immer regular in bezug auf x, angenommen 
werden darf. Danach hat niamlich der M*, entsprechende Modul M7, 
gleichen Rang; bedeutet somit OC” irgendeine nicht identisch verschwin- 
dende Determinante g-ten Grades .aus Wt;-,, die durch z= U;_,(zx) in 
ein regulares O iibergeht, so wird nach der Voraussetzung CO eine Deter- 
minante g-ten Grades aus It-,. 

Aus der Existenz von C™ folgt entsprechend (8), bei passender Nume- 
rierung der £, die Zugehérigkeit von o Linearformen der speziellen Gestalt 


- 4) (@) » (¢) - 
Dy(€) = OC Ei +- Cis So43 + +. + Cee Ss (A4=1...0 


zu Wj,. Nun kann jede Linearform in & auf die Form gebracht werden: 


(31) H(é)-cas"é, +... pas, +57 6.4,+... +082, 6, (£,(8), 1€)), 
wo a”... a,” in x, beschrinkt sind, den Grad k von Cc nicht Me 
Diese Darstellung ist eindeutig; denn aus 


(¢) » (@) + ' (é) « () +» . 
@ §,+...+@ & +6) &41+.-..+0-,8-0 (L,(€&),..., Do(é)) 


folgt durch Koeffizientenvergleichen in §,...&, unter Beriicksichtigung 
der Grade in x, das identische Verschwinden aller a” und 6”. 
Sei nun insbesondere 


H(é) 0(Gz.,); also COC H(é) 0 (Me*,) nach (30). 


Daraus kommt wie beim Beweis von Satz III: 


C °H (é) sSo% 2%) 2 a!’ ¢;*.} re 0 (Me, ) 


oe 


und somit, da wie bei Satz III die Koeffizienten von é,,;... 


ot 


Vre 


, ver- 
schwinden miissen: 

2% Yaa 

Cv" ’.” = ZU Ci, (<=1...8—0), 
woraus folgt, daB auch die b;” beschrinkt sind, den Maximalgrad der 
c;’, nicht erreichen. Die Existenz eines in x, beschrankten Reprasentanten- 
systems fiir G* ,|M-,, dh. fir G,_,' M,_,, das einen gewissen festen 
Grad r nicht erreicht, ist damit bewiesen. 


Bezeichnet man jetzt mit #,... 9, die endlich vielen Potenzprodukte 
x; é; (ec=m,1,...,.8—1; 4=—1, 2,...,.¢0); 
af Eo4: (g@=0,1,....7—1; s=1,2,...,8¢—@) 
und ordnet man die abzahlbar unendlich vielen Ausdriicke 
aj L; (y =0,1...ininf....; 4=1,2,..., 0); 


ait. (y,¥=0,1...ininf....) 
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in eine einfach unendliche Reihe w,, w,,...,@,..., 80 sind die # und w 

linear unabhdngig, sowohl einzeln unter sich wie voneinander, in bezug 
1 

auf die ganzen Grofen b“*”, c**”,.... Denn aus 


Solt” af & +) by oft” of b4. + i? {D,(é)+ > s’ est” af ¢=0, 
jede Summe erstreckt iiber endlich viele Glieder, folgt wegen der 
vorausgesetzten Linearunabhingigkeit der § und ¢, und der ¢ unter sich 
in bezug auf die ganzen GréBen b”,..., das Verschwinden aller e%*”. 
Aus der Eindeutigkeit der Darstellung (31) ergibt sich weiter das Ver- 
schwinden der cf*” und der cy, ”, und daraus schlieBlich wegen der 
Linearunabhangigkeit der L,(¢) das Verschwinden der =. 


FaBt man jetzt den Modul (@;_,, D,(&),..., D,(€)) auf als Modul €,; 
in bezug auf die ganzen GréBen b“*”, so wird €, durch M, teilbar, wegen 
der Teilbarkeit von €;_,, D,(é)...D,(&) durch M,_, und es kommt 


g, = (@,, Way cvey Dy ee 


Fiir jedes H (x) -= 0 (q;_,) gilt somit nach (28), (31) und dem oben 
Bewiesenen: 


H (x) == b** 9, +... + bf" 8,(G,) 
als Modulgleichung in bezug auf die ganzen GréBen b+” ¢*t” Nun ist 
aber g; durch g;_, teilbar, m teilbar durch g,; wird somit insbesondere 
fiir jedes G(x) aus G, und jedes F(x) aus M, gesetzt: 

G (az) g* . O,+...+ - #,(C;) 

F(x) a**® i, the og ae at» ,(G,) 
und wird der aus allen g(i) bestehende Modul mit G;, der aus allen 


a(#) bestehende mit WM; bezeichnet, so kommt durch genau die Uber- 
legungen, die zu (23) fiihrten: 


(32) G,=(GF,C,); M,=—(MF,C,); C,— (wy, w,,..., @,...). 


(¢+1) 


Dabei war bei der Herleitung von (32) wieder nur die Regularitat 
von C® in x, benutzt, die ganze Uberlegung bleibt also erhalten, wenn 
die spezielle Transformation (29) fiir einen Index héher zugrunde gelegt 
wird. Dabei zeigen genau die gleichen Uberlegungen, die an (27) an- 
kniipften, daB diese spezielle Darstellung aus (32) einfach durch die Um- 
kehrung von z = U,(xz) hervorgeht. 

Dadurch sind alle Voraussetzungen (28) usw. des allgemeinen In- 
duktionsschlusses fiir einen Index héher bewiesen, und da aus diesen Vor- 
aussetzungen, wie dort gezeigt ist, unmittelbar Satz VII folgt, ist Satz VII 
somit allgemein bewiesen. Damit ist zugleich gezeigt, daB die durch 
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die Willkiirlichkeit der C gegebene Willkiir der G,, Mi, durch die 
Isomorphie des Restklassensystems G,, Me, wieder aufgehoben wird. 


Ist insbesondere der in § 3 als Koeffizientenbereich zugrunde gelegte 
Kérper P von der Charakteristik Null — d. h. ist der in P enthaltene, aus 
der Einheit abgeleitete Primkérper vom Typus der rationalen Zahlen —, 
eo lassen sich die Unbestimmten u,, so zu GréBen d,,, aus P spezialisieren, 
daB fir i=1...n jeweils C™ regular in x, bleibt. Die obigen Uber- 
legungen zeigen, daB Satz VII auch bei dieser Spezialisierung erhalten 
bleibt'*). Grundmodul und Elementarteiler brauchen dabei aber nicht 
notwendig durch die Spezialisierung u,, = %,, aus dem allgemeinen Fall 
hervorzugehen **). 


§ 5. 
Resultantenform und Elementarteilerform eines Ideals aus Polynomen. 


Es seien 2;,,...2%, zu P(w) adjungiert, so daB also G_, und M,_, 
und folglich auch G?, und Mr, in Linearformenmoduln iibergehen, wo 
die ganzen GréBen sich als Polynome einer Unbestimmten z, auffassen 
lassen. Nach Satz VII stimmen in diesem Fall die von 1 verschiedenen 
Elementarteiler von I;_,, und héchstens endlich viele Elementarteiler 1 
von I;_, mit denen von WM, iiberein. Das Produkt dieser Elemen- 
tarteiler, der o-te Determinantenteiler von %%;,, war gleich der 
Determinante der Ubergangssubstitution von @;-., nach Wt;-_,, also gleich 
N(G2,| M2) nach Definition III. Nach (24) bzw. der aus (28) sich 
ergebenden analogen Formel fiir allgemeines i zeigt sich, daB das Pro- 
dukt dieser Elementarteiler auch gleich der Determinante der Ubergangs- 


“) Hentzelt nimmt statt eines beliebigen P nur den Kérper aller komplexen 
Zahlen und betrachtet haupisichlich diesen letzteren Fall, wahrend er nur bei der 
eigentlichen Eliminationstheorie Unbestimmte zugrunde lJegt. Hentzelt zeigt dann 
weiter, und zwar wesentlich mit den hier gegebenen Schliissen, daB es zur Bildung 
der Resultantenform geniigt, jeweils in M,_, bis zu irgendeinem endlichen, eine feste 
Grenze iiberschreitenden Grad in den x zu gehen. Es fehlt aber die in Satz VII 

. . * 
mit @;_, RM 


gegebene Isomorphie von @,; ,'M j-,» die den Grund fiir diese Un- 


—1 G1 
abhangigkeit von den Gradzahlen darlegt. (E. N.) 

) Fir m=(2*, uz+y) kommt g,=(1), g,=(1). Wahit man C= 2*, so 
wird @* (1, 2); m* = (ua-+y, zy), wobei m* die Elementarteiler y* und 1 be- 
sitzt und C= y* gewahit werden kann. Fir u=0 bleiben C™ und C™) regular 
in z bzw. y; aber , =(y, zy) besitzt die Elementarteiler y, y. Es wird also auch 
G,|M, dem Restklassensystem eines endlichen Moduls isomorph, aber nicht isomorph 
zu @,|M,. Hiatte man dagegen C= uz+y gewahlt und so spezialisiert, daB C"" 
regular geblieben ware, so ware auch die Isomorphie erhalten geblieben. (E. N.) 
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substitution von @,_, nach Mt;_, wird, also mit NW (G,_,| Mj_,) mu be- 
zeichnen ist. Es kommt also 


N (G,_,|M;s-1) = N (GE, | Mz.) = R“ (2), 


wo das Polynom R(x), also der gréBte gemeinsame Teiler im Polynom- 
sinne aller o-reihigen Determinanten aus Wt;_,, als ganz und primitiv 
in 2j,,...%, angenommen werden darf und folglich als Teiler von 0“ 
regular in x, wird. Ebenso darf der héchste Elementarteiler 2“ (x) von 
M,, baw. Mer, als ganz und primitiv in 2,,...2, und folglich als 
regular in x, angenommen werden. Dies fiihrt zu 

Definition VI. Das Polynom R(x) wird als Resultante i-ter 
Stufe von m bezeichnet; E(x) als Elementarteiler i-ter Stufe. Die Re- 
sultante i-ter Stufe wird also die Norm des Grundideals g;_, nach m, 
aujfgefapt als Norm des Moduls G;_, nach M_,, wobet 2j.,...2, zu 
P(u) adjungiert sind; ebenso wird E(x) bei derselben Adjunktion 
gleich dem Quotienten M;_,/G;_,. Als Resultantenform bzw. Elementar- 
teilerform von m werden die Produkte 


R, = BY.B”.. 5. +B": E, = E”.E™....-# 

bezetchnet. 

Fiir Resultanten- und Elementarteilerform gilt 

Satz VIII. Die Resultantenform ist durch die Elementarform teilbar: 
umgekekrt ist eine Potenz von Ey, durch Ry, teilbar. Eq und Ry sind 
durch m teilbar; allgemeiner wird BE“... E™ gy ,=0(m) und folglich 
R® ... R™ g;_, = 0(m). 

Da namlich die Norm durch den héchsten Elementarteiler teilbar ist 
und umgekehrt eine Potenz dieses héchsten Elementarteilers durch die 
Norm teilbar ist, folgt diese Teilbarkeit fir R“ (x) und #°(x) bei Adjunk- 


tion von 2;,,...2,. Da aber R(x) und BE” (z) als primitive Polynome 
in bezug auf z%,,...%, vorausgesetzt sind, gilt die Teilbarkeit in bezug auf 
alle Unbestimmten 2%, %4,,...,%,, und somit gilt die Teilbarkeit von 


Ry, durch Hy, und einer Potenz von Z,, durch Ry, nach der Definition 
dieser Ausdriicke in bezug auf alle Unbestimmten z. 

Der héchste Elementarteiler Z“ (x) ist ferner nach Sate VII und 
Satz II, bei Adjunktion von 2;,,...2%,, definiert als Quotient M,_ ,/G;_,. 
Folglich gibt es, wenn man wieder zu Polynomen in allen Unbestimmten x 
zuriickgeht, zu jedem 


(33) G(x) =0(g-,) ein 6°*” +0, 80 dab b°*” B® (x) G(x) = 0(m) 
wird. Nun wird insbesondere g, gleich dem Einheitsideal, also kommt: 


b? B® (x)= 0(m); 6? +0 und somit F(x) = 0(g,). 








~! 
le 
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Aligemein gibt es nach (33) zu 
E(x)... B°~? (x) =0(gs_,) ein b**” + 0, so daB b°* EE”... B® = 0(m); 
also BE”... B® — 0(g,) wird. Wegen g, =m ergibt sich also 
(34) Ey =—E”... E™=0(m) und folglich Ry = R™... R™ =: v(m). 


LaBt man G(x) in (33) die endlich vielen Polynome einer Ideal- 
basis von g;-, durchlaufen und bedeutet c*+”(z) das Produkt der diesen 
entsprechenden 6“*” (x), so kommt 


oc” B(x) g, = 0(m); c*' +0 und also EB“ (x) gy, 0(g,) 
und daraus wie oben durch endlich oftmalige Wiederholung: 
E™ (x)... B® (x) q;-; = 0(m) 
und folglich auch R™ (x)... R® (x) g:-, = 0(m), 


womit Satz VIII in allen Teilen bewiesen ist. 

Satz VIII beruht wesentlich auf Eigenschaften der Elementarteiler- 
form; daB aber die Resultantenform eine charakteristische Bedeutung fiir 
m hat, zeigt 

Satz IX. Ist n ein Teiler von m — Teiler im Idealsinn verstan- 
den — und stimmen die Resultantenformen R, und Ry itiberein, so 
stimmen die Ideale n und m iiberein. 

Bedeuten namlich g,...Q,-1, 9, =m und §,...Da-1,5, =m die 
Grundideale von m und n, so werden vorerst g, und §, gleich dem Ein- 
heitsideal, also g,—,. Setzt man jetzt g;, = ;., voraus, so daB also 
M,., und R;_, beide denselben Grundmodul G;_, besitzen, so laBt die 
Voraussetzung R, = R,, bei Adjunktion von 2;,,...2, die Fassung zu: 


N (@,_4|Ne—1) = NW (G,;_,'Ms_,) oder auch N (GF ,|Nz_,) = N(GE,' Mz), 


dabei ist entsprechend (32) gesetzt: M;_, = (Rj ,, G1), so daB Ni", 
also auch ein Linearformenmodul in ¢ wird und @j_, sein Grundmodul. 
Wegen der Teilbarkeit von I;_, durch M;_,, die die Teilbarkeit von 
M~, durch NX, nach sich zieht, folgt daraus nach Satz IV, daB bei 
dieser Adjunktion die beiden Moduln ®j_, und W_, und folglich auch 
N,_, und Pt;_, iibereinstimmen. Die Adjunktion von 2;,,... 2, bedeutet 
aber, daB zu Yt;_, bzw. m noch a'le solche Polynome G(x) hinzugefiigt 
werden, fiir die 


b“*(2)G(z)=O0(m); bY +0 


wird, d. h. durch die Adjunktion geht 2%;_, béw. m in g;, entsprechend n 
in §; tiber; somit ist g; =, und folglich g. = §,, also m =n _ bewiesen. 
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SchlieBlich ergibt dasselbe Ubertragungsprinzip, angewandt auf 
Satz V, noch 

Satz X. Es see R®—S®T™ eine Zerlegung von R® in — im 
Polynomsinn — teilerfremde Polynome S® und T. Dann existiert ein 
und nur ein Ideal {, ebenso ein und nur ein Ideal t, die beide Teiler 
von m mit gleichem Grundideal (i—1)-ter Stufe g;_, sind, derart dag S® 
gleich N(G,-,|S:-1), T gleich N (G;_,|Ti_,) wird. j und t sind de- 
finiert als Gesamtheit der Polynome S(x) bzw. T(x) derart, daB 


s**t) (2) T(x) 8(zx) 0(m); a**) 40 
t**” (2) 8 (x) T(z) 0(m); g**9 0 
wird und es wird g, gleich dem kleinsten Vielfachen von { und t, 
0; (f, t}. 


Dazu ist nur zu bemerken, daB s“*”, ¢**” fiir j und t fest gewahit 


werden kénnen, als Produkt der den Basiselementen von { bzw. t ent- 
sprechenden s“*”, ¢“*”, und daB, wie oben bemerkt, bei Adjunktion von 
2%44,--.2%, sich m in g, verwandelt. Insbesondere la8t sich die Zerlegung 
von R® bis auf Potenzen irreduzibler Polynome — primaire Faktoren — 
fortsetzen, was eine entsprechende Darstellung fiir g; als kleinstes gemein- 
sames Vielfaches nach sich zieht 


§ 6. 
Eigentliche Eliminationstheorie. 


Nach Satz VIII bzw. Formel (34) sind Resultanten- und Hlementar- 
teilerform durch m teilbar, verschwinden also fiir alle Nullstellen von m; 
dabei sind unter ,,Nullstellen von m‘‘ solche — dem aus P(w; 2,,,...2,) 
abgeleiteten algebraisch-abgeschlossenen K6érper angehérigen**) — Wert- 
systeme von z,...x, verstanden, da8 fiir diese Wertsysteme jedes Polynom 
aus m verschwindet, wobei man sich z,,,...2, dem Koeffizientenbereich 
adjungiert denkt (¢=1,...,”). Diese adjungierten z,,,...2, kénnen, wie 
gezeigt werden wird, auch durch GréBen aus P(w) ersetzt werden. Inhalt 
der Eliminationstheorie ist wmgekehrt die Ableitung der Nullstellen von m 
aus denjenigen der Resultantenform. Diese Umkehrung beruht auf der in 
diesem Paragraphen zu entwickelnden sukzessiven Elimination; indem im 


*®) DaB jeder Kérper, und zwar im wesentlichen eindeutig, sich zu einem 
algebraisch-abgeschlcssenen erweitern laBt, hat Steinitz in seiner Algebraischen Theorie 
der Kérper (J. f. M. 187 (1910), S. 167—309) gezeigt und damit das rationale Aqui- 
valent fiir den Fundamentaleatz der Algebra gegeben. Tatsichlich handelt es sich jeweils 
fiir i=1,..., um einen endlichen Erweiterungskérper von P (u, 2;4,,...,%n). (E.N.) 
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nichsten Paragraphen die Teilbarkeit der dabei auftretenden Form D“ (x) 
durch BE“ (xz) nachgewiesen wird, folgt aus der Teilbarkeit einer Potenz 
von E“’(z) durch R(x) die gewiinschte Umkehrung. 


Die hier zu gebende Theorie der sukzessiven Elimination beruht auf 


Satz XI. Hes bedeute b ein Ideal aus Polynomen in einer Un- 
bestimmten t mit Koeffizienten aus P, also ein Hauptideal; h(t) ein 
Polynom aus 6 vom Grade k, 8 den Linearformenmodul in 1, t,...,t*~’, 
in den 6 modulo h(t) tibergeht. Dann ist 8 vom Range k — p, wenn 
p den Grad des Basispolynoms f(t) von b bedeutet. 


Nach Voraussetzung wird h(t)=h,(t)-f(t), wo h,(t) vom Grade 
k—p ist. Die durch die Polynome f(t), ¢/(#),..., "die f(t) repra- 
sentierten Restklassen von 6 nach h(¢) sind also linear unabhangig; und 
jede Restklasse von 6 nach A(t) laBt sich linear, mit Koeffizienten aus P, 
durch diese k — p speziellen darstellen. 6 geht aber modulo A(t) in einen 
Linearformenmodul in 1, ¢,..., t*-* iiber, dessen Rang somit genau 
k — p ist. 

Sei jetzt a =a, ein transformiertes Ideal aus Polynomen, A™ (z) ein 
in 2, reguliéres Polynom aus a, vom Grade k,; und YU, der Linearformen- 
modul in ], 2,,..., ah? mit Polynomen a‘*)(2z) als Koeffizienten, in den 
a, modulo A“’(x) iibergeht. Es bedeute ferner a, das aus allen k,-reihigen 
Determinanten aus U, abgeleitete Ideal in x,...2,. Nach Satz XI ist 
a, dann und nur dann gleich dem Nullideal, wenn die Polynome aus 
a, einen gemeinsamen Teiler — Teiler im Polynomsinn verstanden — vom 
Grade p, > in x, besiizen. Ist a, vom Nullideal verschieden, so ent- 
halt es, da a als transformiertes Idea] vorausgesetzt war, ein in x, regu- 
lares Polynom A(z) vom Grade k,, wie man durch Zusammensetzen der 
Transformation (12) aus den speziellen Transformationen (25) und (26) 
direkt sieht. Es bedeute wieder U1, den Linearformenmodul in 1, z,,..., a? 
in den a, modulo A“ (xz) iibergeht, a, das aus allen k,-reihigen Deter- 
minanten aus YU, abgeleitete Ideal in z,...2z 


das ein in 2, regulires 
Polynom A™ (x) enthalten muB. 


Auf diese Art setze man das Verfahren fort, bis man zu einem Null- 
ideal kommt oder bis a,,, gleich dem Einheitsideal wird; denn da a,,, 
von den z frei ist, kann es nur das Nullideal oder Einheitsideal sein. Es 
zeigt sich, daB die Ideale a,,0,,... eindeutig durch a bestimmt sind, 
unabhangig von den zugrunde gelegten Polynomen A” (xz). Das ist klar 
fiir a,=a, kann also fiir a,,...,a; vorausgesetzt werden. Geht jetzt 
a, modulo A“ (x) iiber in den Linearformenmodul %,, so laBt sich YW, auch 
charakterisieren als Gesamtheit der Polynome aus a,, die in x, den Grad k, 
nicht erreichen; %; hingt also nur vom Grade k, von A” (x) ab. Sei 
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jetzt d “(z) vom Grade & >, ein in 2, regulares Polynom aus ai, 
W, der entsprechende Linearformenmodul, 4,,, das aus den k,-reihigen 
Determinanten aus &, abgeleitete Ideal. Dann gilt die Modulgleichung 
YW, = (U,, A”, 2%, A, ..., ehh? 4), 

Da nun wegen der Regularitét von A” (x) in 2, sich die Polynome 
A” 2A”... als neue Unbestimmte der Linearformen einfiihren lassen, 
folgt daraus das Ubereinstimmen der &,-reihigen Determinanten aus %, 
mit den k,-reihigen aus YU;; und somit kommt 4,,, = a,.,.'") 

Es ist ferner stets a,,, durch a; teilbar. Das ist klar, wenn a;,, 
das Nullideal ist; im entgegengesetzten Fall ist MU; vom Range &;; also 
ist a;,,, das nach Definition aus den k,-reihigen Determinanten aus W; 
besteht, durch &, und folglich durch a, teilbar. Jedes a;,, ist somit 
durch a teilbar; wird also a,,, gleich dem Hinheitsideal, so ist auch a 
gleich dem Einheitsideal. 

Es sei jetzt a vom Einheitsideal verschieden; a, +,...,0;+ 0; 
a,,, == 0. D® (x) sei der nach Satz XI existierende gréBte gemeinsame 
Teiler — Teiler im Polynomsinn verstanden — aller Polynome aus a,; als 
Teiler von A“ (x) wird D(x) selbst regular in z,. vom Grade p, >). 
Man adjungiere z,,,...2, zu P(u); dann la8t D(x) in einem alge- 
braischen Erweiterungskérper von P(u;2%;,,...2%,) eine Zerlegung in p, 
Linearfaktoren zu. Sei x; — Z%, ein solcher Linearfaktor, so daB fiir 2, = Z, 
alle Polynome aus a, verschwinden und da® folglich nach Satz XI die 
Polynome aus a,_, fiir diese Spezialisierung einen gréBten gemeinsamen 
Teiler D“~” (x) erhalten. Als Teiler von A°~” (x) wird D“~”’ (x) selbst wie- 
der regulér in z,_, vom Grade p,_, >0; kann also insbesondere nicht 
identisch verschwinden und 1la8t in einem LErweiterungskérper von 
P (w, %;,2;,,;---.%,) eime Zerlegung in p,_, Linearfaktoren zu. Ist 
x,_, — &;_, ein solcher Linearfaktor, so entspricht diesem ein gréBter ge- 
meinsamer Teiler aus a,_,. So fortfahrend gelangt man zu endlich vielen 
gemeinsamen Nullstellen von a, die in einem algebraischen Erweiterungs- 
kérper von P (uw; ,,,...2,) liegen. Umgekehrt ist wegen der Teilbarkeit 
von a; durch a jede Nullstelle von a auch eine solche von a;. Ist also 
insbesondere x, = Z,,...,%;, =F, Uj 4.4 = %j4y>+++>%, = 2%, Nullstelle von a, 
so folgt daraus a,,, = 0; und die Polynome aus a; erhalten einen groBten 
gemeinsamen Teiler mit dem Linearfaktor x;—Z,. Zusammenfassend 


kommt: 
Satz XII. Sei a vom Einheitsideal verschieden, a, + 0...; a; + 0; 
a;,,=0, dann existieren bei Adjunktion von 2;,,...%, 2 P(w) 


™) Es ist das im Prinzip derselbe SchluB, auf dem die Isomorphie von G; me : 
mit @; =e M, 1 beruhte. 














76 K. Hentzelt-E. Noether. 


endlich viele zusammengehdorige Wertsysteme Z,...Z,, die in einem alge- 
braischen Erweiterungskérper von P(u,2,,,,.:-,%,) legen, derart, daB 
alle Polynome aus a fiir x, =,,...,%;, =F, O44 = Biggs 0s By = Ly 
verschwinden. Liegt umgekehrt eine solche Nullstelle von a vor, so folgt 
daraus a,,,—0, und das Auftreten eines gemeinsamen Teilers D® (x) 
aller Polynome aus a;, der den Linearfaktor x,— Z, besitzt. 

Satz XII zeigt insbesondere, daB jedes Ideal a, das keine Nudllstelle 
besitzt, gleich dem Hinheitsideal wird. 


Um eine Zerlegung durchzufiihren, welche die Zusammengehdrigkeit 
der Wertsysteme auch explizit zeigt, fiihrt man neue Unbestimmte v ein, 


die P(u, z;,,,---,%,) adjungiert werden mégen. Sei gesetzt: 


(35) t= — U2, — ... — YB +, 


so daB die Zusammensetzung von (12) mit (35) wieder eine Substitution 
vom Typus (12) ergibt, wo jetzt nur die u;,, ersetzt sind durch w;, = u;, — v,, 
und allgemeiner u,;,,,, durch wy,i,. = Uj4i,.— Ui42,40.. Fiihrt somit 
die Substitution (35 ) das nach Voraussetzung transformierte Ideal q iiber in b, 
so entsteht b einfach aus a durch Ersetzen der u,,, durch w,, und Adjunktion 
der v; und durch den gleichen ProzeB entstehen die vermége 6 definierten 
Ideale 6,,6,,... aus a,,a,,.... Umgekehrt geht a; aus 6b, vermége 
v= 0 hervor; die Ideale a; und 6, sind also gleichzeitig Nullideale, oder 
gleichzeitig vom Nullideal verschieden. 

Sei jetzt wieder a, +0;...; a; 0; a;,,—=0; also auch b, +0;...;6,+ 0; 
b,,, = 0; sei Z,... %,, 2;,,..-.2%, eim zusammengehoriges Nullstellen- 
system von a. Definiert man Z,= %,+ v,%,+...+4,_,%,_,, so wird 
BE, ...B,_,, Fj, B4,---%, vermége (35) Nullstelle von b. Bedeutet 
also H“(z,2) den gréBten gemeinsamen Teiler aller Polynome aus 
b,, der als ganz und primitiv in den v vorausgesetzt werden darf — 
so erhalt H™ (z,z) nach dem letzten Teil von Satz XII den Faktor 
z,— %,=2,—(%,+0,%,+...+0,,%,_,), und jeder Nullstelle von a, 
die bei Adjunktion von 2;,,,..., 2%, auftritt, entspricht ein solcher 
Faktor. Es ist zu zeigen, daB damit die Zerlegung von H(z, 2) er- 
schépft ist; d. bh. daB sich aus H™ kein Faktor H{° abspalten laBt, der 
sich nicht in Linearfaktoren in z und wv zerlegen laBt. Sei dies der 
Fall, so enthalt HY wegen der vorausgesetzten Primitivitaét in v mindestens 
einen Linearfaktor z;—z,, wo zZ, einem algebraischen Erweiterungskérper 
von P(uw, v, 2,,,.--%,) angehort. Ist z,...%;_,, %;,%j,, --- %, die ent- 
sprechende Nullstelle von a, so mu diese mit einer der endlich vielen Null- 
stellen von a zusammenfallen, die bei Adjunktion von z;,,,... 2, auf- 
treten, also von wv unabhingig sein. Somit enthilt z, die v notwendig 
linear, nicht algebraisch oder rational-nichtlinear; aus H{° laBt sich gegen 
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die Annahme ein weiterer Linearfaktor z,— (z,+ 0,2, +... + %~1%-1) 
in z und v abspalten. Somit kommt als explizite Zerlegung: 


H® (z, 2) nae {x — (Za + v,2% 41 + eee + %-1%-1,1)) 


Da der Grad von H™ und die einzelnen Exponenten a, mit den ent- 
sprechenden von D(z) iibereinstimmen miissen — denn H entateht 
aus D® durch die Spezialisierung u,,—w,,, D® aus H® durch die 
Spezialisierung v=0 —, so zeigt diese Zerlegung noch, daB wegen der 
Adjunktion der Unbestimmten u,, zu P auch bei der von a ausgehenden 
Elimination jeder Nullstelle Z, von D® ein jeweils linearer groBter ge- 
meinsamer Teiler aus a;-,... a, oder die Potenz eines solchen entspricht, 
sich also jeweils nur eim zusammengehdriges Nullstellensystem 7, ... Z,, 
Xj4,-++-%, von a ergibt**). 


§ 7. 
Resultantenform und Eliminationstheorie. 


Zur Herstellung des Zusammenhanges zwischen Resultantenform und 
Eliminationstheorie werde die in § 6 gegebene sukzessive Elimination 
speziell auf den Quotienten a = m/g,; , von Ideal durch Grundideal i — 1-ter 
Stufe angewandt. Es ist zuerst zu zeigen, daB dieser Quotient ein 
transformiertes Ideal darstellt. Nun ist m transformiert und folglich 
nach Satz VI, § 3, auch g, ,. Aus 


H(x)=0(m/g,_,); H(2)=H(y)= Sa;(u) Ai (y) = Sa (w) A(x) 
folgt also: 

H(y)-G;- 10 7 0 (it); also auch H(y)g, ,  0(ii,y) 

oder 


H;(y)9,-,=9(m), also H;(x)g, , =0(m), 


womit die Teilbarkeit von H,(z) durch m/g, , und damit dieses Ideal als 
transformiert nachgewiesen ist, so daB die Eliminationsmethode des § 6 
anwendbar wird. 

Nun zeigt aber (30), unter Beriicksichtigung von (28) — § 4 —, daB 
O(a) durch m/g, , teilbar ist, unter C(x) irgendeine nicht identisch 
verschwindende Determinante o-ten Grades aus Mm", verstanden. Da C“ 


**) Es sei darauf hingewiesen, daB die hier gegebene sukzessive Elimination — 
im Gegensatz zu der Kroneckerschen Methode — nur von dem gegebenen Ideal a 
abhangt, unabhingig von jeder Idealbasis ist, was also insbesondere auch fiir die Ex- 
ponenten «, gilt. Die vollsténdige Durchfiihrung der Elimination nach dieser Methode 
wiirde nach Hentzelt die Fortsetzung des Verfahrens auf den Quotienten a,/D™ ver- 
langen, was mit Riicksicht auf den nachsten Paragraphen unterbleiben mag. (E. N.) 
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fiir ¢ >1 nullten Grades in z, ist, enthalt also der dem Ideal a=a, ent- 
sprechende Modul &, die Polynome 0, 2,0, ..., z*~?C, und folglich 
ist (C)™ durch a, teilbar; ebenso wird (C”)"* durch a, teilbar, und 
schlieBlich (C)***~*-1 teilbar durch a,. Somit werden a,,..., a, vom 
Nullideal verschieden, was auch fiir i—1 gilt. Sei jetzt D(x) der 
grote gemeinsame Teiler aller Polynome aus a,, also nur dann von einem 
Grade p,> 0, wenn a,,, gleich dem Nullideal wird. Nach der Definition 
von D(x) kommt unter Beriicksichtigung der Teilbarkeit von a, durch a: 


a“*™ pp (2) 0(m/g,_,); a**» 4 Q; 


es wird also d“*”D ein von x, ...2,_, freies Polynom aus m’g, ,. 
Nun war aber E® (x) als héchster Elementarteiler von ;_, bzw. M;_, 
definiert (Satz II und § 4) als gréBter gemeinsamer Teiler — im Polynom- 
sinn — aller von z,...2%;_, freien Polynome aus m/g; ,. Somit wird 
d“*™p™, und wegen der Regularitét von E(x) in x,, auch D" (x) 
durch E(x) teilbar. 

Dieselbe Uberlegung 1468t sich durchfiihren, wenn von vornherein die 
Transformation (12) mit (35) zusammengesetzt war, d.h. wenn die Un- 
bestimmten u,, durch w,, ersetzt waren, was die Teilbarkeit von H(z, 2x) 
durch das entsprechende BE (z, x) ergibt. Da ebenso wie D™ (x) und 
H® (2,2) auch E(x) und E“(z, x) und ebenso R(x) und KR (z, x) 
gegenseitig durch Spezialisierung auseinander hervorgehen, so miissen auch 
hier die Vielfachheitszahlen bei der Zerlegung in Linearfaktoren gegen- 
seitig iibereinstimmen. Beriicksichtigt man noch, daB eine Potenz von 
E(x) durch R(x) teilbar ist, so kommt zusammenfassend: 

Satz XIII. Zerlegt man R™ (x) in einem algebraischen Erweiterungs- 
kérper von P(u,2,,,...2,) im Linearfaktoren x,;—Z,, so lapt sich Z, 
auf eine und nur eine Art zu einem zusammengehorigen Wertsystem 
E,...%,, 2 ,,-..2, erganzen, das Nullstelle von m/g;_, und folglich 
von m wird. Die derart aus den Linearfaktoren von R entepringenden, 
endlich vielen Nullstellen von m — endlich viele nach Adjunktion von 
Zi4,-+-%, — werden zusammengefapt durch die explizite Zerlegung: 


(36) = RS (2,2) = J {2 — (Fee t+ Fe +... + 4-1 B-1.-)}”. 


Diese Zerlegung bleibt wegen der Regularitat von R“ (z,x) in z, erhalten, 
wenn die zu P(u) adjungierten x;,,...2, durch irgendwelche speziellen 
Wertsysteme Z,,,...%, aus P(u) oder dem daraus abgeleiteten algebraisch- 
abgeschlossenen Korper ersetzt werden. 

Damit ist zugleich eine T'rennung der’ Nullstellen von m nach den 
einzelnen Faktoren der Resultantenform durchgefiihrt; die Anzahl der zu 
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P(w) adjungierten Unbestimmten z wird auch als Dimension des ent- 
sprechenden algebraischen Gebildes bezeichnet. 

FaSt man in der Zerlegung von R"(z,2) oder der entsprechenden 
von R(x) die in bezug auf P(u,2,,,...2,) konjugierten Faktoren zu- 
sammen, die bei allgemeinem P ganz oder teilweise identisch sein kénnen, 
so kommt eine Zerlegung von R® (a) in Potenzen von in bezug auf 
P(w,a;,,...2%,) irreduziblen Polynomen: 

R® (z) = 8° (x)... SL (xe), 

Dieser Zerlegung entspricht nach Satz X eine Darstellung g, = [j, ... j.|, 
derart, daB S\°(x)"" gleich der Norm von g,_, nach dem Ideal j, wird, 
bzw. gleich der Norm des Moduls @,_, nach dem j,, ensprechenden Modul, 
Damit ist also auch die Bedeutung der Exponenten 8,) klargelegt; ins- 
besondere wird — unter y, den Grad von 8S verstanden — die Multipli- 
zitét B,y, gleich der Anzahl der in bezug auf P(u,xz,,,...2,) linear 
unabhdangigen Restklassen von g;_, nach }j,. 

Es sei noch kurz der spezielle Fall betrachtet, wo P von der Charak- 
teristik Null ist. Spezialisiert man hier die u,, so zu GréBen i,, aus P, 
daB die n Determinanten C(x) (i =1,2,...,) jeweils in 2, regular 
bleiben *”), so bleibt auch die Regularitét von R® erhalten. Es wird R“ 
und ebenso R“(z,2) bei dieser Spezialisierung ein gemeinsamer Teiler 
aller g-reihigen Determinanten aus $j" ,, aber nicht notwendig der gréBte 
gemeinsame Teiler. Man kann aber die Spezialisierung immer so vor- 
nehmen, da8 auch diese letztere Eigenschaft erhalten bleibt. Denn R (z, x) 
laBt sich — wie die Existenz der Modulbasis zeigt — auch charakterisieren 
als gréBter gemeinsamer Teiler von endlich vielen g-reihigen Determinan- 
ten aus I,. Die Zerlegung des so spezialisierten R(z,x) ergibt sich 
dann einfach durch Ersetzen der u,, durch i,, in (36), so daB die ganze 
Eliminationstheorie erhalten bleibt. 


**) Hentzelt nimmt von vornherein diese Spezialisierung fiir die uy» vor und 
mu8 deshalb auch zum Nachweis der Zerlegbarkeit von H® (2,2), bzw. R® (2,2) 
in Linearfaktoren in z wnd v viel kompliziertere Betrachtungen zu Hilfe nehmen. 
Die dabei auftretenden Exponenten brauchen nicht notwendig mit den obigen iiberein- 
zustimmen. (E. N.) 


(Eingegangen am 17. 3. 1922.) 








Algebraische Theorie der Ringe. I. 
Von 


Wolfgang Krull in Freiburg i. B.*) 


In seiner groBen Arbeit ,Algebraische Theorie der Kérper“ (Journal 
fiir Mathematik 137 (1910), S. 167—309)*) hat Herr Steinitz auf Grund 
der algebraischen und transzendenten Erweiterungen eines abstrakt definierten 
Kérpers simtliche méglichen K6rpertypen in erschépfender Weise charakte- 
risiert. Es liegt nun der Gedanke nahe, die dort entwickelte Theorie auf 
Ringe zu iibertragen, d. h. auf Bereiche, die sich von einem Kérper im 
wesentlichen dadurch unterscheiden, daB iiber die Méglichkeit der Um- 
kehrung der Multiplikation keine oder doch nicht so weitgehende Voraus- 
setzungen gemacht werden wie im Falle des Kérpers. Vor allem kann 
man hoffen, auf diesem Wege zur Typisierung mindestens gewisser Klassen 
von Ringen, vor allem der endlichen Ringe, zu gelangen. 

Den ersten Versuch in dieser Richtung machte Herr Frankel in seinen 
beiden Arbeiten: ,Cber gewisse Teilbereiche und Erweiterungen von 
Ringen“ (Leipzig u. Berlin, bei Teubner (1916)) und ,Ober einfache Er- 
weiterungen zerlegbarer Ringe“ (Journal f. Math. 151, 8S. 120—166)°*). 
Er betrachtete einen Ringtypus, der im wesentlichen dieselben Eigen- 
schaften besitzt, wie das Restklassensystem nach einer Primzahlpotenz 
bzw. allgemeiner nach einer beliebigen natiirlichen Zahl, und kam zu ver- 
schiedenen wichtigen Resultaten. Doch stieB er bei der Betrachtung des 
zu seinem Grundbereich R gehérigen Polynomrings R, auf gewisse Schwierig- 
keiten, die er bei seinem Vermeiden der Idealtheorie nicht iiberwinden konnte. 

*) Als Habilitationsschrift vorgelegt der mathematisch -naturwissenschaftlichen 
Fakultaét der Universitat Freiburg i. B. 

') Die Steinitzsche Arbeit soll in Zukunft abgekiirzt mit St. bezeichnet werden 

*) Da die beiden Arbeiten bis auf einen fiir uns hier unwesentlichen Teil iiber- 
einstimmen, soll in Zukunft nur die zweite, und zwar abgekiirzt mit F. II zitiert 


werden. Mit F.I bezeichnen wir abgekiirzt die ebenfalls von Herrn Frankel stammende 


Arbeit: ,Ober die Teiler der Null und die Zerlegung von Ringen“ (Journal f. Math 
145. S. 139-176) . 
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In der vorliegenden Arbeit wird nun der Frankelsche Ansatz unter 
allgemeineren Voraussetzungen wieder aufgenommen, und es gelingt, die 
Theorie soweit durchzufiihren, da8 ihr voller Parallelismus mit der Kérper- 
theorie sich klar zeigt. 

Nach einigen Vorbemerkungen wird in § 2 der den Untersuchungen 
zugrunde liegende Ringbereich R abstrakt definiert. Das bekannteste Bei- 
spiel eines solchen Ringes ist durch das System der Restklassen nach 
einem primiren Punktideal gegeben. Seine wesentlichen Eigenschaften 
liegen in folgendem: 1. Jedes Element aus RF ist entweder Teiler der 
Null oder Teiler der Eins. 2. Ein Produkt von o Nullteilern verschwindet 
stets; dahei bedeutet o eine feste, fiir den Ring R charakteristische Zahl. 
Aus der zweiten Eigenschaft ergibt sich die Méglichkeit, bis auf Nullteiler 
richtige Gleichungen durch Hinzufiigen von ,,Korrektionsgliedern* in genau 
richtige zu verwandeln, und diese Tatsache spielt bei vielen wichtigen 
Beweisen der vorliegenden Arbeit eine fundamentale Rolle’). 

Mit ihrer Hilfe werden zunachst in § 3 einige Hilfssitze iiber nicht- 
lineare Gleichungssysteme abgeleitet, die sich fiir das oben erwiahnte Bei- 
spiel im wesentlichen schon in § 2 der Arbeit ,Zur Theorie der primaren 
Punktmoduln* (Math. Annalen 79, S. 56—75) von Herrn Schmeidler finden. 
In §4 und §5 wird alsdann die Betrachtung des zu R gehérigen Polynom- 
rings R, einer Variablen x aufgenommen. Nachdem in § 4 die bereits 
von Herrn Frankel bewiesenen Satze auf unseren allgemeinen Fall iiber- 
tragen wurden, wird in § 5 gezeigt, daB ein Polymon aus R,, dessen 
Koeffizienten nicht simtlich Nullteiler sind, eine ganz analoge Produkt- 
zerlegung in teilerfremde Faktoren gestattet, wie ein beliebiges Polynom 
mit einem Kérper entnommenen Koeffizienten, das sich bekanntlich im 
wesentlichen eindeutig als Produkt von Potenzen irreduzibler Polynome 
darstellen la8t. Dieser fundamentale Satz gestattet, wie in § 7 gezeigt 
wird, den unmittelbaren Anschlu8 an die Steinitzsche Theorie. 

In § 6 werden einige Ausfiihrungen zur Idealtheorie gemacht. Da- 
durch, daB man die von Fraulein Noether in ihrer Arbeit: ,Idealtheorie in 
Ringbereichen* (Math. Annalen 83, 8. 24—66)*) eingefiihrten Begriffe, die 





*) Diese Beweismethode besitzt gewisse Anlichkeit mit einer SchluBweise, die 
von Herrn Hensel in seiner Theorie der padischen Zahlen vielfach verwandt wird. 
Der Grund fiir diese Tatsache, sowie fiir verschiedene iiberraschende Ubereinstim- 
mupgen zwischen der hier gegebenen Theoric und derjenigen der padischen Zahlen 
liegt darin, daB die padischen Zahlen aus dem Ringe der Restklassen nach einer 
Primzahlpotenz, also aus einem Spezialfali der von uns betrachteten Ringe durch 
eine gewisse Art von Grenziibergang (9 = CO) hervorgehen. 

*) Diese Arbeit wird im folgenden mit N. zitiert. Die Sitze von Fri. Noether 
lassen sich nicht unmittelbar auf den vorliegenden Fall iibertragen, weil uns die in 
der Noetherschen Arbeit gemachten Basisvoraussetzungen fehlen. 

Mathematische Annalen. 83. 6 
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den Verfasser urspriinglich bei Abfassung der vorliegenden Arbeit leiteten, 
auf den Ring R, anwendet, fallt auf die in § 4 und § 5 gewonnenen 
Resultate in vieler Hinsicht erst das rechte Licht. 


§ 8 bringt die Theorie der transzendenten Erweiterung des Ringes R, 
die im wesentlichen zu denselben Resultaten fiihrt wie der entsprechende 
Teil der Kérpertheorie. 

In § © und § 10 werden die algebraischen Erweiterungen von R 
studiert. Dabei ergibt sich das interessante Resultat, daB sich der Unter- 
schied zwischen volikommenen und unvollkommenen Kérpern, der bei 
Steinitz eine so bedeutsame Rolle spielt, auch auf unsere Ringe iibertrigt. 
Wiahrend die Theorie der algebraischen Erweiterungen unvollkommener 
Ringe nur in den grébsten Ziigen mit der analogen Theorie der unvoll- 
kommenen Korper iibereinstimmt, lassen sich, wie in § 10 gezeigt wird, 
die wesentlichen iiber vollkommene Kérper giiltigen Sitze beinahe ohne 
Anderung auf vollkommene Ringe iibertragen, so vor allem diejenigen 
Satze, die in der Lehre von den Kérpern die Grundlage der Galoisschen 
Theorie bilden. Ferner wird die Frage nach der Isomorphie zweier alge- 
braischen Erweiterungen desselben vollkommenen Ringes durch Zuriick- 
fiihrung auf dieselbe Frage bei den zugeordneten Kérpern vollkommen 
erledigt. 

Soweit die vorliegende Arbeit. In einer weiteren Abhandlung gedenkt 
der Verfasser die Gesamtheit derjenigen Ringe zu charakterisieren, deren 
Betrachtung sich auf die endlich vieler Ringe vom oben untersuchten 
Typus zuriickfiihren la4Bt, genau so wie man das Studium der Rest- 
klassen nach einer natiirlichen Zahl auf das Studium der Restklassen 
nach den in der betreffenden Zahl aufgehenden Primzahlpotenzen zuriick- 
fiihren kann. Es wird sich zeigen, da8 vor allem die endlichen Ringe, 
sowie die endlichen Systeme hyperkomplexer GréBen mit kommutativer 
Multiplikation die gewiinschte Eigenschaft besitzen. Auf Grund der in der 
vorliegenden Abhandlung entwickelten Siatze soll dann die Typisierung 
der endlichen, sowie allgemein derjenigen Ringe, die sich auf endlich 
viele vollkommene Ringe zuriickfiihren lassen, so weit als méglich durch- 
gefiihrt werden. 


§ 1. 
Vorbemerkung zur Terminologie. 


In der vorliegenden Arbeit schlieBe ich mich mit der Terminologie 
im wesentlichen an die in der Einleitung zitierte Arbeit von Fraulein 
Noether an. Die meisten der Idealtheorie entnommenen Bezeichnungen 
stammen bereits von Dedekind. 








el 
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Unter einem Ideal versteht man ein System von Elementen eines 
Ringes R (zur Definition eines solchen Bereiches vgl. den folgenden Para- 
graphen), das die Eigenschaft besitzt, daB zugleich mit den Elementen a 
und 6 auch ihre Differenz a — 6 und das Produkt a-c von a mit einem 
beliebigen Ringelemente c im System enthalten ist. Ringelemente werden 
im folgenden immer mit kleinen lateinischen Buchstaben, Ideale mit 
kleinen deutschen Buchstaben bezeichnet. AuBerdem wird fiir ein Ideal 


noch die Bezeichnung (a,,a,,...,@,,) benutzt, wobei unter diesem Ideal 
die Gesamtheit aller linearen Verbindungen von a,, a@,,..., a, mit Koeffi- 
zienten aus R zu verstehen ist. Die Elemente a,,a,,...,a@, heiBen in 
diesem Falle eine (endliche) Basis des Ideals (a,, a,,..., @,). 


Ein Element a hei®t durch das Ideal a teilbar, wenn a unter den 
Elementen von a enthalten ist. Man schreibt in diesem Falle a= 0 (a). 
Ebenso hei®t das Ideal 6 durch das Ideal a teilbar und man schreibt 
dann 6 = 0(a), wenn alle Elemente von 6 auch im Ideale a enthalten 
sind. Ist a=0((b)), besteht also eine Gleichung a= c-b, so heibt das 
Ringelement a durch das Ringelement 6 teilbar. Sind die Ideale (a) und 
6) gleich, so heiBen die Ringelemente a und 6b dquivalent. 

Unter dem gréBten gemeinschaftlichen Teiler (a,, a, ...) der endlich 
oder unendlich vielen Ideale a,, a, ... versteht man dasjenige Ideal, das 
aus der Gesamtheit aller endlichen Summen von der Form 5’a; besteht, 


, 
wobei a; ein beliebiges Element aus dem Ideale a; bedeutet. 


Als kleinstes gemeinschaftliches Vielfaches [a, 6] bezeichnet man den 
gréBten gemeinschaftlichen Teiler aller sowohl durch a als auch durch b 
teilbaren Ideale. 

Unter dem Produkte a-b zweier Ideale versteht man die Gesamtheit 
aller endlichen Summen von der Form _3’a,b,, wobei a; ein beliebiges 


Element aus a, 6; ein solches aus 6 bedeutet. Dieses System ist eben- 
falls wieder ein Ideal. Das Ideal a-a bezeichnet man abgekiirzt durch 
a? usw. 

Der Quotient a:b der beiden Ideale a und } ist der gréBte gemein- 
schaftliche Teiler aller derjenigen Ideale f, fiir die die Beziehung 
j-d = 0 (a) erfillt ist. 

Enthalt der Ring R ein universelles Einheitselement der Multiplika- 
tion r,, so heiBen die Ideale a und 6 teilerfremd, wenn das Idel (a, b) 
mit dem aus der Gesamtheit aller Elemente von R bestehenden ,,Einheits- 
ideal“ (r,) =o identisch ist. Zwei Elemente a und b heiBen teilerfremd, 
wenn die Ideale (a) und (6) teilerfremd sind. 

Als Primideal p bezeichnet man ein Ideal, das die Eigenschaft be- 
sitzt, daB ein Produkt zweier Ideale dann und nur dann durch p teilbar 

6* 
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ist, wenn dasselbe von mindestens einem Faktor gilt. Ein primiares Ideal 
ist dadurch charakterisiert, daB ein Produkt a-6 nur dann durch das Ideal 
teilbar sein kann, wenn dasselbe von einem Faktor oder von einer end- 
lichen Potenz jedes Faktors gilt. 

Ein Ring FR hei®t Erweiterungsring des Ringes R, wenn R alle Ele- 
mente von R und auBerdem noch mindestens ein von diesen Elementen 
verschiedenes Element enthalt. Zwei Ringe R, und R, heiBen isomorph, 
wenn zwischen ihren Elementen eine eineindeutige Zuordnung von folgen- 
der Art besteht: Sind die Elemente a und a’, b und b’ einander zugeordnet, 
so entsprechen auch die Elemente a — 6b und a’ — b’,*) sowie die Ele- 
a-b und a’-b’ einander. 

Die Ringe K und R, die beide Erweiterungen desselben Ringes R 
darstellen, heiBen hinsichtlich R aquivalent, wenn zwischen R und R eine 
isomorphe Zuordnung besteht, bei der jedes Element von FR sich selbst 
zugeordnet ist. 


§ 2. 
Definition des Grundbereiches 7. 


Den folgenden Untersuchungen wird ein System zugrunde gelegt, 
dessen Elemente durch ,,Addition“ und ,,Multiplikation verkniipft werden 
kénnen. Dabei miissen diese beiden Operationen folgenden Bedingungen 
geniigen: 

1. Die Elemente von R bilden hinsichtlich der Addition eine kom- 
mutative Grwppe. 

2. Die Multiplikation ist eindeutig, assoziativ, kommutativ. 

3. Addition und Multiplikation sind durch das distributive Gesetz 
verkniipft, d.h. es ist a(b+-c)=—ab- ac fiir beliebige Elemente a, b, c. 

4. Es gibt in R ein Einheitselement r,, das der Gleichung a-r, =a 
fiir beliebiges a geniigt. 

5. Es gibt eine natiirliche Zahl 0, so dafp a“ = 0 ist, wenn a ein 
beliebiges vom Einheitsideal 0 verschiedenes Ideal aus R bedeutet. 

Die Bedingungen 1 bis 3 definieren den allgemeinsten kommutativen 
Ring. Aus ihnen ergibt sich die Existenz des Einheitselementes der Ad- 
dition, der Null, aber nicht die Existenz des Einheitselementes der Multi- 
plikation*). Letztere muBte daher in Bedingung 4 ausdriicklich gefordert 


*) Besitzt R, und mithin auch R, ein Einheitselement, so geniigt es, das Eut- 
sprechen von a+b und a’ +’ zu fordern. 

*) Vgl. hierzu die ausfiihriichen Darstellungen bei F.1, § 1 und F. II, 8. 121 
bis 166, § 1, sowie des dort zitierte Lehrbuch von Herrn Loewy. — Die im Text 
angegebenen Axiome 1—5 sind iibrigens nicht alle unabhingig; die hier gegebene 
Formulierung wurde aus Bequemlichkeitsgriinden gewahit. 














Algebraische Theorie derR inge. I. 85 


werden. Die Eindeutigkeit des dort definierten Einheitselementes r, ergibt 
sich aus der Kommutativitét der Multiplikation. 

Es sind noch einige Bemerkungen zu Bedingung 5 zu machen. 

In einem Ringe, der den Bedingungen 1 bis 4 geniigt, kann man zwei 
wesentlich verschiedene Klassen von Elementen unterscheiden. 

a) Die reguliren Elemente, bei denen die Gleichung a-z = 0 keine 
von 0 verschiedene Lésung 2 besitzt. Eine besonders ausgezeichnete Rolle 
unter diesen spielen diejenigen Elemente r, die ein ,reziprokes Element“ 
r-' besitzen, das der Gleichung r-r-'=r, geniigt. Wir wollen solche 
Elemente als ,,Einheiten* bezeichnen. 

b) Die Nullteiler g, fiir die die Gleichung g-xz =~ 0 eine von 0 ver- 
schiedene Lésung z besitzt. 

Im Kérper z. B. ist die Null der einzige Nullteiler, alle anderen 
Elemente sind Einheiten. Im Ring der ganzen natiirlichen Zahlen hin- 
gegen ist die Null der einzige Nullteiler, alle anderen Zahlen sind regular, 
die einzigen Einheiten sind + 1. 

SchlieBen wir den trivialen Fall des aus dem einzigen Elemente 0 
bestehenden Ringes ein fiir allemal aus, so kann ein Nullteiler nie eine 
Einheit sein. Denn auBer in dem ausgeschlossenen Fall ist r, kein Null- 
teiler, wire aber g-qg-'=r, und gq ein Nallteiler, so miiBte auch r, ein 
solcher sein. 

Nach den eben gemachten Vorbemerkungen erkennt man leicht, da’ 
Bedingung 5 mit folgenden Forderungen gleichwertig ist: 

5a. Jedes reguldre Element aus R ist eine Einheit. 

5b. Ist q ein beliebiges Nullteilerideal aus R, d. h. sind sdmtliche 
Elemente aus q Nullteiler, so ist q° = 0. 


Denn ist r ein reguléres Element, so ist das Ideal (r)“ =(r*) von 0 
verschieden, es muB also nach Bedingung 5 die Gleichung (r) =(r,) be- 
stehen. Ist andererseits q ein Nullteilerideal, so ist es vom Einheitsideal 
verschieden und also nach Bedingung 5 die Idealgleichung q* = (0) erfiillt. 


Umgekehrt kann aus 5a und 5b Forderung 5 abgeleitet werden. Denn 
aus 5a folgt, daB jedes vom Einheitsideal verschiedene Ideai nur Null- 
teiler enthalt, und wegen der Bedingung 5b muB die o-te Potenz eines 
solchen Ideals verschwinden. 

Aus 5b kann man noch folgern: 


Die Gesamtheit aller Nullteiler aus R bildet ein Ideal, das mit p* 
bezetchnet werden soll. 

Sind namlich g, und g, Nullteiler, so ist wegen g? =g?=0 auch 
(qg, +4.)°° =0, es ist also eine lineare Verbindung zweier beliebiger 
Nullteiler stets wieder ein solcher. 
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Dagegen mu die Summe einer Einhett und eines Nullteilers stets 
eine Einheit sein, denn anderenfalls lieBe sich eine Hinheit aus R als 
lineare Verbindung von Nuilteilern darstellen, was nach dem eben 
Bemerkten unméglich ist. 

Wir beweisen noch den wichtigen 


Satz 1. Ist b ein Nullteilerideal, so ist D:(a-b) ein echter Teiler 
von b:a, falls b}:a vom Hinheitsideal verschieden ist. 

Es sei namlich die natiirliche Zahl 4 dadurch charakterisiert, dab 
p**=0(b:a); p**”'+£0(d:a) ist. Wegen unserer Voraussetzung, und 
weil das Ideal p*“” =(0) durch jedes Ideal aus R teilbar ist, gilt die 
Ungleichung 0< ico. Es mu8 nun p**-*=0(b:(a-b)) sein. Denn 
weil unserer Voraussetzung nach b=O(p*) ist, so ist jedenfalls 


a-6-p**-'=0(a-p**) und mithin a-b-p**~'=0(b). Aus den beiden 
Beziehungen p*’ "= O(d:a); p**”' = 0(d;(a-5)) ergibt sich aber unsere 
Behauptung. 


Mit Hilfe von Satz 1 beweist man leicht, daB zwei aquivalente, von 0 
verschiedene Elemente aus R sich nur um einen Einheitsfaktor unterscheiden. 


Ist namlich (a) = (b) + (0);b = e-a, so ist (a-e) =(a)-(e) =(a@), also 
auch (0): (a@) =(0):((a@)-(e)) und das ist nach Satz 1 nur dann méglich, 
wenn (e)=/(r,), d. h. e eine Ejinheit ist. 

§ 3. 


Nichtlineare Gleichungssysteme in R. 


Zur Entwicklung der algebraischen Theorie von R, insbesondere fiir 
§ 5 sind einige Hilfssitze iiber nichtlineare Gleichungssysteme ndétig, die 
im folgenden abgeleitet werden sollen. 


Hilfssatz. Das lineare Gleichungssystem 
(1) > 4,2, = 5; (¢==1,2,..., m) 


ist in R dann und nur dann fiir beliebige rechte Seiten b, aufldsbar, wenn 
mindestens eine Determinante m-ten Grades der Matriz 

la; || (¢=1,2,-...,m; R= 1,2,..., 0) 
einen reguldren Wert besitzt. 


Zunichst ist die Bedingung notwendig. Wir diirfen namlich annehmen, 
da8 mindestens eine Determinante m, -ten Grades (m, > 1) von ||a;, || eine 
Einheit darstellt. Denn andernfalls wire (1) nicht auflésbar, falls man 
fiir irgend ein b, einen reguléren Wert vorschreibt. 
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Angenommen nun, es sei m,< m, und alle Unterdeterminanten 
m, +-1-ten Grades von ||a,, || seien Nullteiler, hingegen die Determinante 
a,,| (¢, k= 1,2,..., m,) eine Einheit. (In der speziellen Wahl dieser 
letzteren Determinante liegt keine Beschrinkung). Dann ist das Gleichungs- 
system (1) fiird; = 0 (4, = 1,2,..., m,), On,41 = 1, nicht auflésbar; denn 


n n 
aus S'a;,%,=0 (t=1, 2,...,m,); 3 Gm41.2%,—f7 kann man in 
k=1 b=1 
iiblicher Weise die Gleichung 
a,, coe Gam, a, , | | Gy, - Qim, 
n | 
vy’ Aa, -++ Gem, a,» a as, +++ Gem, 
ha 1. : ti ae 
k=1 
Omi+i1,1 +++ Om+i,m, Omy+1.k | Om, ,1 +++ Omim, | 


herleiten. Hier steht aber auf der rechten Seite eine Einheit, wahrend 
die Koeffizienten der x, simtlich Nullteiler sind. Die Annahme m, <m 
war also unstatthaft. 

Andererseits ist es leicht zu beweisen, daB (1) fiir beliebige 5, auf- 
lésbar ist, falls nur eine Determinante m-ten Grades von ||a,;,|| eine 
Einheit ist. Man kann nimlich dann auf die in der Kérpertheorie iibliche 
Weise durch zwei Substitutionen 


n 
, ° j | 
a= D8, %, (t= 1,2,...,;|8,| =7,); *) 
™ , 
7 : ‘ | 
= 2 t; Oe (¢=1,2,...,m, |%,| =71,) 
=1 


aus dem System (1) ein System 


(2 aj = b; (¢—=1,2,..., m) 


herleiten, derart, daB jeder Lésung von (2)-eine und nur eine Lésung 
von (1) entspricht. Das System (2) ist aber allgemein auflésbar. 
Der eben bewiesene Hilfssatz dient als Grundlage beim Beweise von 
Satz 2. Wenn das Gleichungssystem 


n 
(1) > %;,%, = 5, (¢=1,2,..., m) 
k= 


aligemein auflésbar ist, so ist das System 

(3) f(y Sqr. 005%) + 35 G,%=g, (= 1,2,..., ) 
k=1 

stets aufldsbar, sofern sdmtliche q, Nullteiler sind, und die f, nur Glieder 


*) Der Buchstabe r bedeutet hier, wie immer im folgenden, eine Einheit. 
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vom mindestens zweiten Grade in den Variablen enthalien. Es lapt sich 
stets eine Lésung von (3) angeben, bei der die Idealgleichung 


\%,, Xa, weep By) es (Q,> Ya> sladiass I») 


besteht. 
Zum Beweise von Satz 2 leitet man durch zwei Substitutionen 


z= 3 8,% (t=1, 2,...,; 8 =7,)3 
k=1 
m 
Q= Vtg, (t=1, 2, ..., m3.t, =1,) 
k=1 
und Nullsetzen von 2),,;(¢=1,2,...,%— m) aus (3) ein neues System 
(4) fi (Mi, Te, ---> Um) + B= |, (¢= 1, 2,..., a) 


her, so daB jeder Lésung von (4) eine Lésung von (3) entspricht, und 
die Idealgleichung (g,, g.,---: Ym) = (@{> a> --+» 9,,) erfillt ist. Der Uber- 
gang von (3) zu (4) ist stets méglich, weil nach dem Hilfssatz mindestens 
eine Determinante m-ten Grades der Matrix |a;, | eine Einheit ist. 

Das System (4) ist stets auflisbar. Zuniachst bemerken wir, da8 wegen 
des Bestehens der Idealgleichung (q,, 9,, ---+ Gm) =(@j> Ge» +++» Yq) Samt- 
liche g/ Nullteiler sein miissen. Wir leiten jetzt durch die Substitution 
y= q; az; aus dem Syster (4) ein neues System 


(5) fi’ (ai, ay’, -+-, Om) + Saal =gl (i=1, 2, ..., m) 
b=1 

her. Die Ausrechnung zeigt, daB das Ideal (q/’, g/’, ..., g”) durch das 

Ideal (g/, g), ---, q,)° im Idealsinne teilbar ist. Ferner ist die Deter- 


minante |aj, (i,k—=1,2,...,m) eine Einheit. Denn die Ausrechnung 


' “Ss : . __ fre(t=k) P 

zeigt, daB a’ = 94,,-+q,, ist, wobei 4,, = 10( = k) das Kroneckersche 
Symbol, und g;, einen Nullteiler bedeutet, und es laBt sich daher aj;| 
als Summe der Determinante |6,, =r, und einer Reihe von weiteren 


Determinanten darstellen, die simtlich Nullteiler sind, weil bei jeder von 
ihnen mindestens eine Spalte nur Nullteiler enthalt. 

Besitzt das System (5) eine Lésung, bei der zj’, xj’, ..., 2m samtlich 
durch das Ideal (g,, g., -.-, q,,) teilbar sind, so besitzt das System (4) 
eine entsprechende, d. h. die Auflésung von (4) ist auf diejenige von (5) 
zuriickgefiihrt. Das System (5) ist aber ganz analog gebaut, wie das 
System (3), nur daB das aus den rechten Seiten von (5) abgeleitete Ideal 
durch das Quadrat von(g,, q., ---» %,) teilbar ist. Die Auflésung von (5) 
und mithin die von (3) laBt sich daher auf-die Auflésung eines Systems 
zuriickfiihren, das im wesentlichen dieselbe Gestalt besitzt wie (5), nur 
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daB das aus den rechten Seiten dieses neuen Systems abgeleitete Ideal 
durch (9”,g%,...,9”)° und mithin durch (g,,q2,---,Qm)- teilbar ist. 
Durch Fortsetzung des angedeuteten Verfahrens kénnen wir die Auflésung 
des Systems (4) schlieBlich auf die Auflésung eines Systems: 

(6) ft"(af", as” .... fe) + 3 aly xf" = gf" (t= 1,2,..., m) 

=1 

zuriickfiihren, bei dem das Ideal (g’, g\’,..., gi) durch (q,, gy, +--+: Qn)° 
teilbar und mithin gleich (0) ist. Es ist demnach fiir jedes ¢ das Element g\“’ 
gleich 0 und das System (6) gestattet die Lésung z{") = 2") =... = 2 = 0. 
Daraus folgt dann, daB jedes zur Auflésung von (4) abgeleitete Hilfssystem 
und mithin das System (4) selbst eine Lésung besitzt. Dabei hat xj die 


Gestalt x{ — aj +a/’+...-+ af’, wo, wie man aus dem Studium der Hilfs- 
gleichungen erkennt, alle as” durch das Ideal (Qs Qo» +++» Qm) teilbar 
sind. Es ist mithin (x{, 73,...,%m)=(%,,%,,.-.,%,) durch das Ideal 


(Gs>Ga>+++>Qm) teilbar. Aus dem Gleichungssystem (3) ergibt sich aber 
umgekehrt, daB (q,,q.,---, 9,,) durch (#,,2,,...,%,) teilbar sein mub, 
und daraus folgt die behauptete Idealgleichung 


(Glas Bos <> +s Den) ™ ns Bes + <0, S)e 
Satz 2 ist hiermit voll bewiesen. Ein anderer Fall von nicht linearen 
Gleichungssystemen, der sich auf den eben behandelten leicht zuriickfiihren 
laBt, ist folgender: 
Satz 3. Das Gleichungssystem 


n 
(7) (ys Hyp ---0%y) + Sy my— a, ($= 1, 2,...,m) 
=1 


bet dem die q, Funktionen sind, die nur Glieder vom mindestens zwetten 
Grade in den Variablen mit Nullteilern als Koeffizienten enthalten, ist 


stets auflésbar, wenn das System Sa,%, = @, fiir beliebige rechte Seiten 
eine Losung besitzt. ee 

Zum Beweise leitet man auf dieselbe Art wie bei Satz 2 aus (7) ein 
System 


, 


(8) Qi (Xi, ©3, ..+5-Bm) + Zi = a (¢=1,2,..., 0) 
her, aus dessen Auflésbarkeit riickwarts diejenige von (7) folgt. Dabei 
geniigen im System (8) die Funktionen gj denselben Bedingungen wie die 
Funktionen g;. Durch die Substitution 2j = aj-+- z;’ fiihrt man weiter die 
Auflésung von (8) auf die Auflésung eines Systems 


m 
(9) gi (zi, zY,...,tm) + Sapa =af (¢=—1,2,..., m) 
i=1 
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zuriick, das nach Satz 2 stets eine Lisung besitzt. Denn, wie die Aus- 
rechnung zeigt, sind die aj’ simtlich Nullteiler, und die Determinante 
\aj;| (i, k= 1,2,..., m) ist eine Einheit. 


§ 4. 
Der Funktionenring R,. 


Um zu einer algebraischen Theorie von R zu gelangen, betrachten 
wir, analog wie in der Kérpertheorie, den Bereich aller Polynome einer 
Variablen z mit Koeffizienten aus R. Dieser Bereich bildet ersichtlich 
einen Ring, der den Bedingungen 1—4 von § 2 geniigt. Er soll als der 
zu R gehdrige Funktionenring R, bezeichnet werden. 

In R, gibt es zwei Klassen von Polynomen. 

a) Die Nullteilerfunktionen q(x), deren sdmtliche Koeffizienten 
Nullteiler sind. Aus Bedingung 5 von § 2 geht hervor, da eine Null- 
teilerfunktion stets der Gleichung g(z)*=0 geniigt. Die Gesamtheit 
aller Nullteilerfunktionen aus R, bildet daher ein Ideal, das wir mit p? 
bezeichnen. 

b) Die reguldren Funktionen f(x), bei denen mindestens ein 
Koeffizient eine Einheit ist. Der Exponent der héchsten Potenz von z, 
deren Koeffizient eine Einheit ist, soll der Grad der regularen Funktion f(z) 
genannt werden. Unter der Ordnung von f(x) hingegen wollen wir den 
Exponenten der héchsten Potenz von x verstehen, die in f(z) mit einem 
von () verschiedenen Koeffizienten auftritt®). Uber regulire Funktionen 
gilt der 


Satz 4°). Ist u, der Grad der reguléren Funktion f,(x), mu, der 
von f,(z), 80 ist der Grad des Produktes f,(x)-f,(z) durch wu, = w,- 1", 
gegeben. 


Nach Voraussetzung ist 


Mtl 0 
i(z)= a,, z* + 97,2 + Ps b,, 2. 
k=n,+m, k=,-1 
Mert 0 
“Vl ’ 
f,(z)= SS a,z*+r,2"+ » b,,2', 
k=", +™ k=p,-1 


wobei simtliche a,, Nullteiler sind. Unter diesen Umstiinden zeigt die 


‘) Die Bezeichnung ist hier genau umgekehrt wie bei F. Il, 8. 183. Diese 
Umkehrung schien vorteilhaft, weil die hier als Grad definierte Zahl genau die 
analoge Bedeutung besitzt, wie der Grad einer ganzen rationalen Funktion in der 
K drpertheorie. . 
*) Vgl. F. Il, S. 184 
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0 
unmittelbare Ausrechnung, daB in f, (2) - f,(x) = > c, x* die GréBen 
k=, +g +m, +My, 
cr, (k, > 4, + ,) als lineare Kombinationen von Nullteilern saimtlich 
Nullteiler sind, wahrend c, ,,, die Summe der Einheit r,-r, und einer 


gewissen Anzahl von Nullteilern darstellt, und daher einen reguléren Wert 
besitzt. 


Satz 5. Ist f(x) eine reguldre, a(x) eine beliebige von 0 verschiedene 
Funktion, und ist f(x) vom Grade pu, 80 ist die Ordnung des Produktes 
f(x)-a(x) mindestens gleich u. 

Diesen wichtigen Satz, mit dessen Hilfe man erkennt, daB die regularen 
Funktionen aus R, wirklich keine Nullteiler sind, beweist man ganz ahnlich 
wie Satz 4. Es sei namlich a(x) = S’a,z‘, a das aus den Koeffizienten 

; 


von a(x) abgeleitete, von 0 verschiedene Ideal (a,,a,,...) und r der 
Koeffizient von x” in f(x). Ist dann a, der Koeffizient mit héchstem 
Index von a(x), der die Eigenschaft besitzt, daB a, nicht durch das 
Ideal p*-a teilbar ist, so ist der Koeffizient von xt’ in a(x)- f(z) 
nicht durch das Ideal p*-a teilbar, und folglich von 0 verschieden, weil 


er eine Summe von r-a, und lauter durch das Ideal a-p* teilbaren 
Elementen darstellt. 


Uber regulére Funktionen gilt ferner der im Spezialfall bereits von 
Herrn Frankel bewiesene?) 


Fundamentalsatz 1. Jede reguldre Funktion vom Grade n lapt 
sich durch Multiplikation mit einer reguldren Funktion vom Grade 0 in 
eine solche reguldre Funktion iiberfiihren, die gleichzeitig Grad und 
Ordnung n besitzt. 


Der Beweis ergibt sich folgendermaBen: Es sei 


1 n-1 
f(z) = Ja,x*t*+r-x%+ Sb,x' 
i=m i=0 


die vorgelegte Funktion, wobei saimtliche a, Nullteiler sind. Wir zeigen 
4, 

dann, da8 sich stets eine Funktion e,(z)=— 5/c,2‘ vom Grade 0 finden 
=0 


laBt, die die Eigenschaft besitzt, daB das Ideal (d2,,.;,, dm'-n+t-15 +++» n+1) 


durch das Ideal (a,,,a,,_,,-..; a,)” teilbar ist, wenn man unter d{” den 
Koeffizienten der i-ten Potenz von x im Produkte f(z)-e,(x) versteht. 
Falls eine Funktion e,(z) existiert, wird man dann eine Funktion e, (2) 
bestimmen kénnen, die ebenso wie e,(z) den Grad 0 besitzt und die 


Eigenschaft hat, daB das Ideal (rerh+h: Boavasann wees dy) durch 


10) Vgl. hierzu F. Il, 8S. 188—144. 











W. Krull. 





92 


das Ideal (dg'.n+1,, Gmsn+n-1»---» Gri) und mithin durch das Ideal 
(a, a,» --+» @)° teilbar ist, falls dj” den Koeffizienten der i-ten 
Potenz von x im Produkte /(z)-e,(x)-e,(2z) bedeutet. Durch Fortsetzen 
des Verfahrens kommt man in Anbetracht der Tatsache, daB die o-te 
Potenz des Ideales (a,,,a,,_,,.--,@,) gleich dem Ideale (0) wird, zu dem 
Ergebnis, daS Fundamentalsatz 1 richtig ist, falls man die Existenz von 
e,(z) nachweisen kann. Um diesen noch fehlenden Existenzbeweis zu 
fiihren, setzen wir e,(z)=c,2™-+c¢,_,2"-'+...+6¢,2+9,, wobei die c, 
simtlich dem Ideale (a,,a,,,,..-,@,) entnommen werden sollen. Im 
iibrigen behalten wir uns ihre nahere Bestimmung noch vor. Man sieht 
sofort, daB in dem Produkte f(z)-e,(x) die Koeffizienten von 2**+?™, 


gn+?m-1, ga+m+1 simtlich durch das Ideal (a,,a@,,,...,@,)° teilbar 
sind, wahrend der Koeffizient von 2* selbstverstandlich regulaér wird. Die 
Koeffizienten von x**™, z**+™-!, ..., 2*+! haben folgende Gestalt: 
don = Cum + 4, + Cate 
(1) qo 2-1" c._,+¢,,5, i +6... + @era-1 
Gets =, +650, _. +... 6,0, 4, +, + Coes 
wobei die GréBen e°.,, e’:n-1,-++> ex”, simtlich durch a See Se 
teilbar sind. Wahit man jetzt c,.——a,, ¢,_,=—a,_,—c,,b,_,, 
C,—9 = — Os — Cy-15,-, — ¢,,5,_, usw., 80 sind alle c;, wie verlangt, 
durch das Ideal (a,,a,,_,,.--,@,) teilbar, und es wird 


. de e-1 - 0((a,,, a 


onntaley be 


Bedenkt man das oben iiber die : (¢=0,1,...,— 1). Fest- 
gestellte, so ergibt sich, daB bei der angegebenen Wahl der ¢, alle 
d,), (t= 1,2,..., 2m) und mithin auch das aus ihnen abgeleitete Ideal 
durch (a,,a,_,,...,@,)° teilbar werden. Der Existenzbeweis fiir e, (x) 
ist hiermit gefiihrt und der Beweis von Fundamentalsatz 1 abgeschlossen. 

Insbesondere kann man eine regulire Funktion stets in eine solche 
regulére Funktion gleichen Grades iiberfiihren, bei der Grad und Ordnung 
iibereinstimmen und der Koeffizient der héchsten Potenz von z gleich r, ist. 
Diese letztere Funktion ist, wie man sich leicht iiberzeugt, eindeutig 
bestimmt. 

Eine unmittelbare Folgerung aus Fundamentalsatz 1 ist 

Satz 6. Alle Funktionen vom Grade 0, und nur diese, sind Ein- 
heiten in R,. 

In der Tat kénnen weder die Nullteilerfunktionen noch, wegen Satz 4, 
die regularen Funktionen von positivem Grade Einheiten sein. Hingegen 





er ee ee 





eee 
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lehrt Fundamentalsatz 1, daB zu jeder reguliren Funktion e(z) vom 
Grade 0 eine reziproke Funktion e(z)~’ existiert, die der Gleichung 
e(x)-e(x)~* =r, Geniige leistet. 

Eine Einheitsfunktion e(z) kann in R nie eine Nullteilerstelle besitzen, 
d. h. es kann in R& kein solches Element a geben, daB e(a) ein Nullteiler 
wird. Denn sonst wire ja auch e(a)-e(a)~'=~r, ein Nullteiler. 

Sind f,(z) und f,(2) zwei aquivalente regulare Funktionen, d. h. sind 
die Ideale (f,(z)) und (f,(2)) gleich, so kénnen sich, wie man leicht ein- 
sieht, f,(x) und f,(z) nur um einen Eintrittsfaktor unterscheiden. Zwei 
aquivalente regulare Funktionen aus R, besitzen in R dieselben Nullteiler- 
stellen und sind daher fiir die algebraische Theorie im wesentlichen gleichwertig. 

Die Hauptbedeutung von Fundamentalsatz 1 liegt darin, daB er die 
Anwendung des Euklidschen Algorithmus'') auf zwei beliebige regulare 
Funktionen gestattet. Ist namlich g(x) eine regulare, f(z) eine beliebige 
Funktion aus R,, 80 kann man stets zwei Funktionen g, (xz) und h, (2) 
bestimmen, so daB die Gleichung 
(2 f(a) =g(x)-9, (2) +h, (x) 
besteht und die Ordnung von h, (x) niedriger ist als der Grad von g(z). 

Nach dem Fundamentalsatz 1 gibt es ja eine zu g(a) aquivalente 
Funktion g,(z), bei der Grad und Ordnung iibereinstimmen. Durch diese 
Funktion 148t sich aber f(z) in der gewdhnlichen Weise dividieren, und 
man erhalt f(z) = g)(x)-9,(z) +h, (x), wobei der Grad von g, (x) groBer 
ist als die Ordnung von h,(z). Weil aber eine Gleichung von der Form 
Jo (x) = g(x)-e(x) besteht, so erhalt man f(x) = g(z)-e(x)-9,(x)+h, (x) 
und unsere Behauptung ist hiermit erwiesen. 

Man iiberzeugt sich leicht mit Hilfe von Satz 5, daB die Funktionen 
G,(z) und h(x) eindeutig bestimmt sind **). 

Sind f(x) und g(x) zwei beliebige regulare Funktionen **), so kénnen 
wir auf Grund des eben bewiesenen Hilfssatzes die Gleichungskette des 
Euklidischen Teilerverfahrens aufstellen, die in unserm Ringe folgender- 
maBen lautet: 

| f(@) =g(x)- g(x) + h, (2) 
pe g(z) =h,(z)-h,(z) +h,(z) 

hie (a) = hy 1 (2) -hy—-1 (ae) + h, (x) 

h,-i(2)=h,(x)-h, (2) +4 4(z). 

‘t) Vgl. hierzu F. II, 8. 135 ff. 

12) Vgl. F. Il, 8. 135. 

1%) Ist f(a) eine Nullteilerfunktion und nur g(a) regular, so erhalten wir durch 
Anwendung des eben beschriebenen Divisionsverfahrens stets nur eine Gleichung, aus 


der wir nur die triviale Tatsache ablesen kiénnen, da8 eine Nullteilerfunktion zu einer 
Funktion positiven Grades nie teilerfremd ist. 
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Dabei ist die Ordnung von h, (x) kleiner als der Grad von g(x), allgemein 
die Ordnung von h;(z) kleiner als der Grad von h,_,(x) (¢ = 2, 3,..., u) 
und simtliche h,(2) sind regular, waihrend g(x) eine Nullteilerfunktion 
bedeutet, deren Ordnung niedriger ist als der Grad von h, (2). 

Ist der Grad von h,(z) oder fiir ~«=—0 der Grad von g(x) von 0 
verschieden, so kann man mit Hilfe von (4) zwei Funktionen H,(z) und 
H,(x) bestimmen, die zwei Gleichungen f(x) = H, (z)-h,(x)+9,(2); 
g(z)= H,(z)-h, (x) + q,(x) geniigen. (Ist u=—0, so tritt in diesen 
Formeln g(x) an Stelle von h,(z).) In diesem Falle sind f(z) und g(z) 
nie teilerfremd, denn man kénnte sonst mit Hilfe der eben abgeleiteten 
Gleichungen eine durch h,, (x) teilbare Einheitsfunktion ermitteln, und die 
Existenz einer solchen Funktion ist ausgeschlossen. 

Ist andererseits h,(z) eine Einheitsfunktion, so sind f(z) und g(z) 
teilerfremd, weil man dann mit Hilfe von (4) zwei Funktionen H, (2) und 
H,(xz) ermittelt, die der Gleichung H, (x)-f(x)+ H,(x)-g(x)=r, ge- 


nigen. 


$ 5. 
Produktdarstellungen in R,. 


Bekanntlich kann man jedes Polynom, dessen Koeffizienten einem 
Kérper entnommen sind, im wesentlichen eindeutig als Produkt von Potenzen 
von irreduziblen Polynomen darstellen. Wir wollen jetzt eine analoge 
Produktzerlegung fiir reguliére Funktionen aus R, ermitteln. Dabei ist die 
Einfiihrung einer neuen Bezeichnung vorteilhaft. 

Zwei Funktionen f, (x) und f, (2), die keine Einheiten sind, sollen ,,ver- 
wandt “**) heiBen, wenn eine Gleichung der Form /, (7) = e(x)-f,(2)+q(2) 
besteht, wobei e¢(x) wie iiblich eine Einheitsfunktion, q(x) eine Nullteiler- 
funktion bedeutet. 

Verwandte Funktionen sind, wie aus dem im Anschlu8 an den Euklid- 
schen Algorithmus Bemerkten hervorgeht, nie teilerfremd. Sind die Funk- 
tionen h, (x) und h,(z) verwandt, und ist A, (x) zu h, (zx) teilerfremd, so 
gilt das gleiche von h, (zx). 

Eine regulare Funktion aus R, soll Primfunktion heifen, wenn sie 
zu jeder reguladren Funktion niedrigeren Grades teilerfremd ist. 

Die Primfunktionen aus R, entsprechen den irreduziblen Funktionen 
der Kérpertheorie. Doch geht, wie wir sehen werden, die Analogie nicht 
so weit, da® sich jede regulére Funktion aus R, als Produkt von Prim- 
funktionpotenzen darstellen lieBe. Zwei beliebige Primfunktionen sind, wie 


%) Die Bezeichnung ist aus ZweckmiBigkeitsgriinden wiederum etwas anders 
gewahlit als bei F. II, S. 138. 
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man aus den oben iiber den Euklidischen Algorithmus gemachten Bemer- 
kungen, sowie aus der Definition der Primfunktion erkennt, entweder teiler- 
fremd oder verwandt*’). Ist g(a) eine Primfunktion, so gilt das gleiche 
von jeder mit g(x) verwandten Funktion. Zwei verwandte Primfunktionen 
sind fiir die weiterhin zu entwickelnde Theorie im wesentlichen gleichwertig. 
Im folgenden sollen daher unter zwei verschiedenen Primfunktionen stets 
zwei nichtverwandte verstanden werden. 

In der Kérpertheorie beweist man bekanntlich den Satz: Jedes Poly- 
nom ist durch mindestens ein irreduzibles teilbar. In R, gilt entsprechend: 

Satz 7. Ist f(x) eine beliebige Funktion aus R,, 8o gibt es stets eine 
Primfunktion g (x), die einer Gleichung von der Form f (x)=g (x) -h(x)— q(x) 
geniigt. 

Ist nimlich f(a) Primfunktion, so ist der Satz evident. Im andern 
Falle gibt es mindestens eine Funktion f,(2) von niedrigerem Grade als 
f(x), die zu f(x) niché teilerfremd ist. Dann liefert die Anwendung des 
Euklidischen Algorithmus auf f(x) und /,(#) eine Gleichung von der Form 
f(x) =h,(x)-H,(2)+9,(x), wobei der Grad von h,(x) positiv und 
niedriger als der Grad von f, (x), also auch niedriger als der von f(z) ist. 
Ist nun H,(x) oder h,(z) eine Primfunktion, so ist unser Satz bewiesen. 
Im andern Falle mu8 es eine Funktion f,(z) von niedrigerem Grade als 
h,(a) geben, die zu h,(x) nicht teilerfremd ist. Man kann daher eine 
Gleichung h, (x) = h,(x)-H,(z)+ q,(x) herleiten, wobei der Grad von 
h,(x) positiv und niedriger als der von h, (a) ist. Setzt man den Wert 
von h,(x) in die fiir f(x) abgeleitete Gleichung ein, so ergibt sich 
f(a) =h,(x)-H,(x)+9,(2). Ist nun h, (a) Primfunktion, so ist Satz 7 
richtig. Andernfalls kann man auf demselben Wege wie oben eine Glei- 
chung f(x) =h,(z)-H,(x) + q,(x) herleiten, bei der der Grad von h, (x) 
positiv und niedriger als der von h,(2z) ist. Beachtet man, daB alle Linear- 
funktionen Primfunktionen sind, so erkennt man unmittelbar, daB man 
durch Fortsetzung des angegebenen Verfahrens schlieBlich zu einer Glei- 
chung f(z) =hA(ax)-H(x)+ q(x) gelangt, bei der h(x) Primfunktion ist. 
Satz 7 ist daher richtig. 

Durch wiederholte Anwendung von Satz 7 kommt man zu 


Satz 8. Jede reguldre Funktion aus R, lapt sich in der Form 
(5) f(z) = e(@): I a(2)" + a(#) 


15) Besitzen naimlich die beiden Primfunktionen g, (x) und g,(#) verschiedenen 
Grad, so sind sie sicher teilerfremd. Im andern Falle hat man g, (2) = ¢(x)-g.(z)+A (x) 
und, je nachdem h(x) eine Nullteilerfunktion oder regulir und mithin zu g, (x) teiler- 
fremd ist, sind g,(x) und g,(x) verwandt oder teilerfremd. 
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darstellen, wobei alle g,(x) Primfunktionen sind. Dabei diirfen wir 
auperdem annehmen, da g,(x) und g,(x) (i+ k) teilerfremd sind. 
Eine besonders ausgezeichnete Rolle spielen diejenigen Funktionen, 
die eine Normaldarstellung (5) von der speziellen Gestalt 
(6) h(x) = e(x)-g(x)* + q(x) 
besitzen. Wir wollen eine solche Funktion A(x) als eine zur Primfunk- 
tion g(x) gehdrige Primarfunktion bezeichnen. Wie man sich leicht iiber- 
zeugt, laBt sich A(x) auch in der Gestalt @(x)-g(x)"-+- q(x) darstellen, 
wenn g(z) eine mit g(x) verwandte Primfunktion bedeutet. A(x) gehért 
also zu jeder mit g(x) verwandten Primfunktion. Die Primarfunktionen 
bilden das Analogon zu den Potenzen von irreduziblen Funktionen in der 
Kérpertheorie. Wiahrend aber eine Potenz einer irreduzibien Funktion stets 
reduzibel ist, gibt es auch irreduzible Primarfunktionen, die nicht selbst 
Primfunktionen sind **). 


Satz 9. Ist h(x)=e(x)y(x)"+ q(x), 80 ist g(x)"* durch h(x) 
teilbar. 
In der Tat haben wir ja g(x)"=e(x)*-h(x) — e(x)™*-q(x) und 


daraus folgt durch o-faches Potenzieren g(x)" “ = h(x)-H (x) +e(x)°-q(x)* 
=h(z)-H(z). 

Satz 10. Zwei zur selben Primfunktion gehdorige Primdrfunktionen 
sind nie teilerfremd, hingegen sind es zwei zu verschiedenen Primfunk- 
tionen gehorige stets. 

Nur der zweite Teil unserer Behauptung bedarf eines Beweises. Es 
sei h,(x) = e,(a)g,(a)"'+9,(z) (¢= 1,2), wobei die Primfunktionen 
g,(a) und g,(z) teilerfremd sind. Dann sind auch g, (xz )"** und g, (x)"** 
teilerfremd *’?), denn aus der Gleichung g, (x) G, (x) + g,(x) G,(x) =r, 
kann man durch 9 (u, +, )-faches Potenzieren eine Gleichung g, (x)"'°H, (x) 

+ g,(x)"*°H,(x) =r, herleiten. Aus der Teilerfremdheit von g, (x)"** 
und g,(x)*** folgt aber nach Satz 9 unmittelbar die Teilerfremdheit von 
h, (x) und h,(z). : 

Fundamentalsatz 2. Hine beliebige reguldre Funktion laft sich 
stets bis auf Einheitsfunktionen eindeutig als Produkt von teilerfremden 
Primdrfunktionen darstellen. 

Wie man sich leicht tiberzeugt, diirfen wir auf Grund von Funda- 
mentalsatz 1 annehmen, daB die zu zerlegende beliebige regulare Funk- 


tion f(x) die Gestalt f(x) = (IT g,(x)”* +-q(a))e(a) besitzt, wobei bei 
é=1 


‘*) Nimmt man z. B. als Grundbereich die Restklassen mod 8, so ist die zur 
Primfunktion x gehérige Primirfunktion «* — 2 irreduzibel. 
) Vgl. hierzu N., S. 51, Satz 14. 
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den teilerfremden Primfunktionen g;(%) jeweils Grad und Ordnung iiber- 
einstimmen und der Koeffizient der héchsten Potenz von z gleich r, ist. 


AuBerdem darf die Ordnung von g(x) kleiner als der Grad von I g,(z)"* 
t=1 


angenommen werden. Um zunichst die Méglichkeit der Produktzerlegung 
von f(z) nachzuweisen, nehmen wir an, es sei bereits gezeigt, daB sich 


o—1 
jede Funktion der Form e(z) (J) g,;(z)"'+ q(x)) als Produkt von o—1 
i=1 


teilerfremden Primarfunktionen h, (2) = e;(z)g;(z)"'+-q,(x) darstellen laBt. 
(Fir o = 2 ist unsere Annahme ja richtig.) Wir haben dann zum Beweise 
der Zerlegbarkeit von f(z) nur noch zu zeigen, da eine Gleichung von der 


Form IT 9; (a)"* + q(x) = h, (a)-f, (x) besteht, wobei A, (x) =g, (xz)"* + Q, (2), 
ti=1 


f, (z) = Il 9,(x)"*+ Q.(x) ist. Bei dem Nachweis der Existenz der Funk- 
i=2 


tionen Q,(z) und Q,(z) sollen folgende Bezeichnungen gebraucht werden: 
n bezeichnet den Grad von f(z), also mn —1 die Ordnung von g(z). 


Ferner sei 1, der Grad von g,(x)"’, 1, derjenige von II 9,(x)"'= @ (2). 
i=2 


Wegen der Teilerfremdheit von g,(z)"' und G(x) besteht eine Gleichung 
H,(x)g,(a)" + H,(x)G(x)=r,. Wir wollen mit m, die Ordnung von 
H,(z), mit m, diejenige von H,(2) bezeichnen. Es gilt dann die Glei- 
chung m, + 1, = m,-+1,. Nach diesen Vorbemerkungen schreiten wir zum 
Beweis. Wir setzen Q;(x) = Q,,(x)+Q;(x), wobei Q,,(2) die Ordnung 
m, +n — 1 besitat und Q; durch 2* teilbar ist (i = 1, 2). Die Koeffizienten 
von Q,,(z) und Q,,(z) seien in ihrer Gesamtheit y,, y,, 7, Ym,+m+2n- 
Um die Koeffizienten von Q; (x) und Q;(x), die die Rolle von Korrek- 
tionsgliedern spielen, kiimmern wir uns vorlaufig nicht. Die Koeffizienten 
von g(x) bezeichnen wir mit g,,q,,---;%,—;, das aus ihnen abgeleitete 
Nullteilerideal mit q. 

Wir beschaftigen uns zunachst mit dem Gleichungssystem, das sich 
aus der ersten Naherungsgleichung (g, (x)"* + Q,, (x)) (@(z) + Q,,(z)) 


= JJ 9;(x)"'+ q(x) ergibt. Dieses System besitzt die Gestalt 
t=1 


mM +mMgtin 


Pi, (Yr Ya,-- «> Yang +itg+ 20) + = Dine Ye an Gi, (4, =0, Eye 05 0 — 1), 


Pig (Yrs Ya, seey Yon, +g +20) + 2 bie “vu = 0 


(i, =n, n+1,...,.n+1,+m,—1), 


Pig (Yrs Yas «+ +> Yon tmgt2n) = (0) 
(i, =n+1,+m,,...,m,+m,+ 2n). 
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Dabei enthalten alle gy, nur Glieder zweiter und héherer Ordnung in den 
Variablen y,. Das Gleichungssystem (7) wird im allgemeinen nicht auf- 
lésbar sein, es geniigt aber fiir unsere Zwecke, nachzuweisen, da8 wir fiir 
die y, solche Werte «, setzen kénnen, daB die Gleichungen und Kongruenzen 


Phy (Was Oa «+ +5 Com +maram) + 3 Die te = Ge ($, eal 0, 1,...,.%—1), 


Pig (yy Wg, «+, Com, +g + 2m) + 2 Pig = 0(q*) 





(8) (i, =n, n+1,....»+1+m,—1), 
Pig (15 ha, -- +5 Co, +mg ton) . 0(q*) 
(s, =n, +1,+m,,...,m,+m,+2n) 
gelten. 


Zur passenden Bestimmung der «a, betrachten wir zunichst das Glei- 
chungssystem, das man aus (7) erhalt, wenn man nur die linearen Glieder 
beriicksichtigt, also die Gleichungen 


S buitk = %, (s, =0,1,...,%—1); 
(9) : 
| 2 Pury —0 (i, =n, n+1,...,.n+1,+m,—1) 


betrachtet. Das System (9) muB stets auflésbar sein, auch wenn man an 
Stelle der g;, beliebige regulire Werte vorschriebe. Denn wegen des Be- 
stehens der Gleichung H, (x) g,(z)"’ + H,(x) G(x) =r, kénnen stets zwei 
Funktionen L, (x) und ZL, (x) von den Ordnungen n-+-m,—1 bzw.n-+-m,—1 
bestimmt werden, die die Gleichung L, (x) g,(x)"*+ D, (x) G(x) =1(z) 
befriedigen, wenn /(z) eine Funktion der Ordnung n—1 bedeutet. Aus 
der allgemeinen Auflésbarkeit des ersten Gleichungssystems von (9) fiir 
beliebige rechte Seiten schlieBt man nach dem Hilfssatz vun § 3, daB in 
der Matrix |b,.|| (4,=—0,1,...,..—1; k=—1,2,...,m,+m,+2m) 
mindestens eine Determinante n-ten Grades einen reguliren Wert besitzt. 
Bei geeigneter Anordnung der Variablen y, ist |b;.,| (t,=0,1,...,.»—1; 
k, = 1,2,...,) eine solche Determinante. Wir betrachten jetzt ein Lésungs- 
system y, =," des linearen Gleichungssystems (9), das dadurch ausge- 
zeichnet ist, daB das Ideal («}”, ay”, ..., om)sm,+2n) =, durch q teilbar 
ist. Die Existens eines solchen Lésungssystems ist trivial, denn die «;," sind 
identisch mit der Gesamtheit der Koeffizienten der Polynome H, (x) g(x) und 
H, (x) q(x). Wir fiihren jetzt im System (8) die Substitution y, = a{” + yj, 
(,=1,2,....m), y,=ay (,—=n+1, n+2,..., m+m,+2n) aus. 
Dann werden die Kongruenzen des Systems (8) erfiillt, wihrend das nicht 
lineare Gleichungssystem aus (8) in ein neues System 


(10) Pi, (Yis Yas -- +> Ya) + S dievi = gi (¢, =0,1,....n—1) 


1 
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iibergeht, bei dem das Ideal (5, gi,---,Qa-1) durch q* teilbar ist und 
die Determinante |b;,,| (¢=0,1,...,.%—1; k=1,2,...,m) einen regu- 
laren Wert besitzt. System (10) besitzt daher nach Satz 2 eine Auflésung 
al”, af”, ..., af” von der Art, daB («{”, ay”, ..., af”) = 0(q*) ist. Setzen 
wir jetzt a, = of? + af”; a, = af, (kj =n+1, 0+2,...,m,+m,+2n), 
so befriedigen die «, offenbar das System (8). 

Hiermit ist folgendes bewiesen: Man kann den Koeffizienten y, von 


Q,, (x) und Q,,(x) solche Werte «, beilegen, daf eine Gleichung der Form 
(11) (g, (a) + Q,, (2) (4 (x) + Q,, (2) = Moz)" +q(z)— 2*q, (x) 


besteht, wobei alle Koeffizienten von g,(x) durch q* teilbar sind. 

Die Ordnung von g,(z) mége n, sein. Da g,(x)"*+Q,,(z) und 
G (x) +Q,, (x) teilerfremd sind, so besteht eine Gleichung H; (2) (g, (x)"+-Q, , (a)) 
+ Hy (x) (G(x) + Qe, (z)) =1., wobei die Ordnungen von H; (x) und H; (x) 
durch m{ bzw. mj; gegeben sein mégen. Wir bilden nun mit unbestimmten 
Funktionen Q,, (z) und Q,, (2) von den Ordnungen n, +m; bzw. n, +- my, das 
Produkt ((g, (#)"*+ Q,1(2)) + Qi (#)-2") ((@(x)+ Qes(2)) + Qoe(2)-2"). 


Auf demselben Wege wie oben kommen wir dann zu dem Ergebnis: 


Man kann den Koeffizienten Q,,(z) und Q,,(x) solche Werte beilegen, 
daB eine Gleichung von der Form 
(12) (gy (a) + Quy (@) + Qa (@)-@™) (G(X) + Qay (%) + Qype (2) - 2") 
= f(z) — antm+t.g, (2) 
besteht, wobei die Koeffizienten von g,(z) sémtlich durch das Quadrat 
des aus den Koeffizienten von g,(z) abgeleiteten Ideals und mithin durch 
q‘ teilbar sind. Wegen der Gleichung q¢ = 0 ergibt sich durch Fortsetzung 
des begonnenen Verfahrens, da8 man 2» Funktionen Q,, (2), Q..(2),... Q»(2), 
Qe: (%), Qaa (2), .-- Qa(%) derart bestimmen kann, da8 die Gleichung 
(9s (x)" + Q1, (%) + a Qi (z%) + x4Q,, (%) +... + x’*-1Q,,(2)), 
(13) (G(x) + Qs: (x) +a Qe (z) + z+Q,, (z)+...+ a Q.,(x)) 
= If 9:()" + a (2) 
erfiillt ist. Hiermit ist der erste Teil der Behauptung, nimlich die Existenz 
der Produktzerlegung, bewiesen. 
Um nun noch die Eindeutigkeit zu zeigen, nehmen wir an, es sei 
f(a) = hy(%)-hg(%)- ... -hy (x) = h; (a) -hg (x): one -h, (2). 
Mit Hilfe der Satze: ,,Eine Funktion ist zu einem Produkte teiler- 


fremd, wenn sie zu einem jeden Faktor teilerfremd ist“ und: ,,Sind f(z) 
7* 
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und f,(x) teilerfremd, so ist /,(z)-f,(z) nur dann durch f(x) teilbar, 
wenn f,(z) durch f(x) teilbar ist“, die man sehr leicht aus der Definition 
der Teilerfremdheit ableitet'*) sowie durch Benutaung der Tatsache, da8 
die Primarfunktionen h,(x) und ebenso die hj(z) alle zu verschiedenen 
Primfunktionen gehéren, beweist man dann in der iiblichen Weise, da8 
u =» ist und bei geeigneter Numerierung jeweils h;(z) und h;(x) aqui- 
valent sind. Hiermit ist der Beweis des Fundamentalsatzes durchgefiihrt. 

Um eine vollstandig eindeutige Produktzerlegung von f(z) zu erhalten, 
setzt man f(z)=e(x)-f(z), wobei bei f(z) Grad und Ordnung iiber- 
einstimmen, und der Koeffizient der héchsten Potenz von z gleich r, ist, 
und zerlegt dann f(x) seinerseits in solche teilerfremde Primiarfunktionen, 
bei denen jeweils Grad und Ordnung iibereinstimmen, und der Koeffizient 
der héchsten Potenz von z gleich r, ist. 

Eine Primfarfunktion lat sich mitunter als Produkt von Primar- 
funktionen niedrigeren Grades darstellen, die aber selbstverstandlich nicht 
teilerfremd sind. In diesem Falle lassen sich, wie man durch Beispiele 
zeigen kann, keinerlei Aussagen iiber eine etwaige Eindeutigkeit machen. 


§ 6. 
Die Idealtheorie des R,. 


Die im vorhergehenden Paragraphen iiber Primfunktionen, Primir- 
funktionen usw. abgeleiteten Siatze sollen dazu dienen, die ,,regulairen 
Ideale“ aus R,, d. h. diejenigen Ideale, die mindestens eine regulare Funk- 
tion enthalten, naher zu untersuchen. Hatten wir die Voraussetzung ge- 
macht, daB jedes Ideal aus R, eine endliche Basis besitzt, so wire es mit 
Hilfe der allgemeinen Ergebnisse der zitierten Noetherschen Arbeit auch 
ohne den Fundamentaisatz 2 méglich gewesen, iiber die reguliren Ideale 
aus R, bestimmte Aussagen zu machen, ja man wire auf diesem Wege 
zu einem Beweise von Fundamentalsatz 2 gelangt, der bedeutend einfacher 
ist als der im Text gegebene. Da wir aber im folgenden bei der Theorie 
der unendlichen algebraischen Erweiterungen keinerlei Basisvoraussetzungen 
brauchen kénnen, so war fiir uns der im Text eingeschlagene Weg der 
richtige. Indes fallt erst von der Theorie der reguléren Ideale aus auf 
viele der in § 5 entwickelten Satze das rechte Licht, und ein nachtrigliches 
Eingehen auf diese Theorie ist daher angebracht. 


Hilfssatz. Jedes reguldre Ideal aus R, lapt sich in der Form 
a=((f(z)),q) daretellen, wobei f(x) eine reguldre Funktion aus R,, 
q das aus allen Nullteilern von a bestehende Ideal bedeutet. 


*) Vgl. hierzu N., § 8, wo die entsprechenden Satze fiir teilerfremde Ideale 
ausgesprochen sind. 
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Zunichst ist klar, daB die Gesamtheit aller Nullteiler aus a ein Ideal 
bildet. Ist ferner f(x) eine regulére Funktion niedrigsten Grades aus a, 
so mu8 sich, wie aus der Theorie des Euklidschen Algorithmus folgt, 
jede regulare Funktion aus ain der Form F (x)= H(x)-f(x)-+ q(x) dar- 
stellen lassen, und es muB g(z) durch a teilbar sein, weil das gleiche 
von H (x)-f(x) gilt, und hiermit ist der Hilfssatz bewiesen. 

Es sollen jetzt die Primideale (vgl.§ 1) aus R, ermittelt werden. 
Offenbar ist das Ideal p; ein Primideal und zwar des einzige Primideal, 
das nur Nullteiler enthailt. Denn da die g-te Potenz jedes Nullteilers 
durch jedes Ideal teilbar ist, so mu8 ein Primideal alle Nullteiler ent- 
halten, weil aus der Definition des Primideals folgt, daB ein Element 
durch ein Primideal teilbar ist, sobald das gleiche von einer endlichen 
Potenz desselben gilt. Uber regulire Primideale aus R, beweisen wir den 
wichtigen 

Satz 11. Hin reguldres Ideal aus R, ist dann und nur dann ein 
Primideal, wenn es eine Basis der Form ((g(x)), p;) besitzt, wobei g (x) 
eine Primfunktion bedeutet. 

Zunachst muB nach einer eben gemachten Bemerkung ein Primideal 
alle Nullteiler enthalten. Ferner ist jede reguliére Funktion niedrigsten 
Grades aus einem Primideal eine Primfunktion. Es sei némlich f(z) 
eine solche Funktion, dann ist f(z) jedenfalls irreduzibel, und besitzt 
daher infolge von Fundamentalsatz 2 die Gestalt f(x) = e(z)g(x)" + q(x), 
wobei g(x) eine Primfunktion ist. Dann ist aber auch g(x)", also auch 
g(x) durch das Primideal teilbar. Da nun f(x) eine Funktion niedrigsten 
Grades aus dem Primideal ist, so mu8B «= 1 sein, d.h. f(z) ist Prim- 
funktion. Mit Benutzung des Hilfssatzes folgert man hieraus, daB jedes 
Primideal eine Basis von der gewiinschten Form besitzt. 

Umgekehrt ist ((g(x)), p;) stets ein Primideal. Ein solches Ideal ist 
naimlich Teiler jedes Nullteilerideals, sowie aller derjenigen regularen Ideale, 
deren regulare Funktionen simtlich durch eine zu g(a) gehdrige Primir- 
funktion teilbar sind. Zu allen andern regularen Idealen ist es teiler- 
fremd, weil diese simtlich mindestens eine zu g(x) teilerfremde Funktion 
enthalten. Aus diesen Tateachen schlieSt man mit Hilfe der beim Beweise 
von Fundamentalsatz 2 benutzten Sitze iiber teilerfremde Funktionen bzw. 
Ideale leicht, daB ein Produkt nur dann durch das Ideal ((g(z)), p;) 
teilbar ist, wenn dasselbe von einem Faktor gilt. ((g(zx)), yp ) ist also 
Primideal. Aus den eben iiber dieses Ideal gemachten Bemerkungen er- 
gibt sich noch, daB ein regulires Primideal auBer dem Einheitsideal keinen 
echten Teiler besitzt. Jede Primfunktion ,,erzeugt“ ein Primideal, zwei 
verwandte Primfunktionen erzeugen dasselbe Primideal, die durch zwei 
verschiedene Primfunktionen erzeugten Primideale sind teilerfremd. 
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Satz 12. Hin reguldres Ideal aus R, ist dann und nur dann ein 
primdres Ideal, wenn es die Gestalt ((h(x)),q) besttzt, wobei h(x) eine 
Primarfunktion und q ein Nullteilerideal bedeutet. 


In der Tat, ist ((4(x)), q) ein primares Ideal, so muB jedenfalls h(x) 
eine Primarfunktion sein. Andernfalls ware namlich h(x) = h, (x)-h, (x), 
wobei A, (2) und A, (2) teilerfremd waren. Dann aber wire keine endliche 
Potenz von h,(z) durch ((A(z)), q) teilbar, denn es wire fiir jedes yu die 
Funktion h,(z)" zu h,(x) teilerfremd und h, (x) lieBe sich daher nicht 
in der Form h, (x)" = f, (2) h(x) + ¢,(z) = f, (x)h, (x) + 9, (x) darstellen. 
Ebenso folgert man, da8 keine endliche Potenz von h,(z) durch ((A(z)), q) 
teilbar sein kénnte. Daraus folgt aber nach Definition des primiren Ideals, 
daB ((h(x)),q) nur dann Primarideal sein kann, wenn A(z) Primiir- 
funktion ist. Dann aber ist dieses Ideal stets Primarideal. Ist namlich 
a,-a, = 0 ((h(x)), q), so kann entweder ein Faktor zu ((4(z)), q) teiler- 
fremd sein. Dann ist der andere Faktor sicher durch dieses Ideal teilbar. 
Ist aber andererseits a, nicht zu ((A(z)), q) teilerfremd, so ist a, entweder 
ein Nullteilerideal, und dann ist seine o-te Potenz durch ((A(x)), q) teilbar, 
oder aber es muB a, = ((A4,(x)), q,) sein, wobei A, (x) durch eine Primar- 
funktion teilbar ist, die zur selben Primfunktion gehért wie A(x). Ist 
demnach h(x) = e(z)-g(x)"-+ q(x), h,(x) = h,(x)g(x)"+ 4 9,(x), 80 
ist ai durch ((h(x)),q) teilbar. Daher ist ein Produkt nur dann 
durch das Ideal ((h(z)),q) teilbar, wenn das gleiche von einem Faktor 
oder von einer endlichen Potenz jedes Faktors gilt, d.h. ((A(x)), q) ist 
primar. 

Das primare Ideal ((A(z)).q) ist durch dasjenige Primideal teilbar, 
das durch eine zu h(x) gehérige Primfunktion erzeugt wird. Zu jedem 
andern Primideal ist es teilerfremd. Zwei Primirideale sind nur dann 
nicht teilerfremd, wenn sie beide durch dasselbe Primideal teilbar sind. 
Ist a ein primares Ideal, p das zugehdrige Primideal, so gibt es stets 
einen endlichen Exponenten «, so daB p" =0(a) wird. Diese letztere 
Tatsache wurde beim Beweise von Satz 12 bewiesen. 


Satz 13. Jedes reguldre Ideal aus R, laBt sich eindeutig als Pro- 
dukt von teilerfremden Primdridealen darstellen. 


Diesen Satz, aus dem man umgekehrt, wenn man ihn auf anderm 
Wege, z. B. mit Hilfe von Basisvoraussetzungen, bewiesen hatte, leicht 
den Fundamentalsatz 2 herleiten kénnte, beweisen wir jetzt mit Hilfe 


eben jenes Fundamertalsatzes. Es sei a = ( UI h;(x)),q) das gegebene 
é=1 
regulare Ideal, wobei die h,(x) teilerfremde. Primarfunktionen bedeuten. 
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Dann ist a =1,-a,, wenn rt, das primire Ideal ((h,(2)),q), a, das Ideal 

(( J] h;(z)), q) bedeutet. In der Tat findet man durch Ausmultiplizieren 
i=? 


a 


r,-0, = ((J A, (x), g-((h, (a)), UI h,(x))), 4%) 


t=1 


und das Ideal ((h,(2)), (J[ h,(2))) ist gleich dem Einheitsideal und daraus 
t=2 


folgt die behauptete Gleichung 1t,-a,—a. Indem man jetzt a, uf die- 
selbe Weise zerlegt wie a usw. findet man fiir a die gewiinschte Produkt- 


zerlegung a= JJ t,; (t; = ((A,(z)),q)). Die Eindeutigkeit dieser Produkt- 
é=1 


zerlegung ergibt sich in iiblicher Weise aus der Teilerfremdheit der Faktoren. 
Hier herrscht absolute Eindeutigkeit, weil zwei gegenseitig durcheinander 
teilbare Ideale identisch sind. 


§ 7. 
Der Kérper K und sein Funktionenring K,. 


Es soll dem gegebenen Ring R ein neuer Bereich in folgender Weise 
zugeordnet werden: Wir bezeichnen als die ,,durch das Ringelement a be- 
stimmte Klasse a4“ die Gesamtheit aller derjenigen Elemente a’ aus R, 
die die Eigenschaft besitzen, daB die Differenz a — a’ durch p* teilbar, 
also ein Nullteiler ist. Die Eigenschaft zweier Elemente, modulo p* kon- 
gruent zu sein, ist symmetrisch, reflexiv, transitiv, d. h. es ist a= a(p*), 
aus a’ =a(p*) folgt a=a’(p*) und schlieBlich ergibt sich aus a=a’(p*); 
a’=a"(p*) die Kongruenz a=a”(p*). Daher ist die zu einem be- 
liebigen Element a gehérige Klasse @ nicht nur durch a, sondern auch 
durch jedes a modulo p* kongruente Element, also kurz durch jedes in ihr 


enthaltene Element eindeutig bestimmt. 


Wir betrachten jetzt als neuen Bereich K die Gesamtheit aller Klassen, 
und definieren Addition und Multiplikation in K durch die Gleichungen: 
a+b =—a+b; a-b=a-b. Dabei soll a ein belicbiges Element aus G, 
4 ein solches aus 6 bezeichnen. Addition und Multiplikation sind auf diese 
Weise eindeutig bestimmt. Ferner iiberzeugt man sich leicht, daB K 
jedenfalls den Bedingungen 1—4 von § 2 geniigt, mithin einen Ring 
darstellt. Das Nullelement aus K ist die durch einen beliebigen Null- 
teiler aus R, das Einheitselement der Multiplikation die durch r, be- 
stimmte Klasse. Jedes vom Nullelement verschiedene Element aus X ist 
regular, es ist aber auch eine Einheit. Ist naimlich } eine regulare Klasse, 
b ein beliebiges Elemenf aus ihr, so ist 6 eine Einheit. Es existiert also 
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das Element 5~* und in K gilt die Gleichung 6-b~'=7,. K enthdlt 
aufer dem Nullelement nur Hinheiten, und ist mithin ein Korper. 


Zwischen R, und dem zu K gehorigen Funktionenring K, stellen wir 
eine Zuordnung dadurch her, daB wir dem Element f(z) = Sa,2* die 


Gesamtheit aller Polynome von der Form f(z) = _»'a;2‘ zuordnen, bei 
‘ 


denen a; ein beliebiges Element aus der Klasse a; ist. Auf diese Weise 
wird zwischen R, und K, eine analoge Beziehung hergestellt, wie zwischen 
R und KX. Ist némlich f(z) ein beliebiges Polynom von R,, so ist f(x) 
eindeutig bestimmt und die Klasse f(z) enthalt alle und nur die zu f(z) 
modulo p; kongruenten Funktionen. Ferner gelten die Gleichungen 
f.(2) +h (2)=f,(2)+h(2);s i(@)-fh(2)=flz)-fl@)- Die Bedev- 
tung des Zusammenhangs zwischen R, und K, fiir unsere Theorie folgt aus 
den nachstehenden Satzen. 


Satz 14. Kine Funktion g(x) aus R, ist dann und nur dann 
Primfunktion, wenn die Funktion 9(x) aus K, irreduzibel ist. 


In der Tat, ist g(x) eine Primfunktion, so darf keine Gleichung von 
der Form /,(z)-f,(x) + q(z)=g(az) bestehen, bei der /,(z) und /,(z) 
positiven Grad besitzen. Daraus folgt die Irreduzibilitét von g(a). Ist 
umgekehrt g(x) irreduzibel, so kann keine Beziehung von der Form 
f,(2)-f,(a) + q(2)=g(az) bestehen, und daraus ergibt sich wiederum, 
daB g(x) zu jeder regularen Funktion niedrigeren Grades teilerfremd, also 
eine Primfunktion ist. 

Aus Satz 14 folgt, daB eine Funktion aus R, dann und nur dann 
Primarfunktion ist, wenn ihre zugeordnete Funktion in K, eine Potenz 


f 
einer irreduziblen Funktion ist. Allgemein la8t sich die der regularen 


Funktion f(z) = e(z) iT g;() mW te q(x) entsprechende Funktion f(x) bis 
t=1 


auf Einheitsfaktoren eindeutig als Produkt von Potenzen der irreduziblen 
Funktionen g;(xz) darstellen. (Die Eindeutigkeit folgt schon daraus, daB 
K ein Kaérper ist.) 

Zwei Funktionen /,(z) und f,(2) sind dann und nur dann teiler- 
fremd, wenn das gleiche von f,(x) und /,(z) gilt. 

Der Zusammenhang zwischen den Idealen aus R, und denen aus K, 
1aBt sich folgendermaBen formulieren. 


Satz 15. Dem Primideal ((g(x)), p;) aus R, entspricht das Prim- 
ideal (9(x)) aus K,, dem primdren Ideal ((g(x))", p7) entspricht das 
Ideal (9 (x)"), also die u-te Potenz des Primideals (g(x)). SchlieBlich 
entspricht allgemein dem reguldren Ideal ((f(x)), p;), das sich als Pro- 
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dukt von teilerfremden Faktoren in der Form 92)" ), py ) daretellen 
lapt, das Ideal (F(x)) = I1(9,(2))". 


Ein besonderer Bowls von Satz 15 ist nicht nétig. Der Zusammen- 
hang zwischen R, und K, wird vor allen Dingen in § 9 fiir uns von 
groBer Wichtigkeit sein. 


§ 8. 
Regular transzendente Erweiterungen von R. 


Die Theorie der transzendenten Erweiterungen von R beruht auf dem 
Studium des Ringes R,, der aus den rationalen Funktionen einer Variablen ¢ 
mit Koeffizienten aus R besteht. Eine solche rationale Funktion besitzt 


die Gestalt = , wobei z(t) und n(t) ganze rationale Funktionen von t 


sind und insbesondere n(t) eine regulare Funktion ist. Die vier Grund- 
rechnungsarten sind in iiblicher Weise erklart, vor allem gelten die beiden 


a0 a nd an dann und nur dann als gleich, wenn die Glei- 


chung z,(t)-n,(t) = z,(¢)-n,(¢) besteht. Aus dieser Definition ergibt sich 
die Méglichkeit des Erweiterns und Kiirzens durch ganze regulare Funk- 
tionen von ¢. 

R, ist ein Ring von derselben Beschaffenheit wie R, insbesondere 
gehért zu R und R, derselbe charakteristische Exponent o. Nullteiler in 
R, sind alle und nur die Funktionen, deren Zahler eine ganze Nullteiler- 
funktion ist. Dem Ring R, ordnen wir nach dem im vorhergehenden 
Paragraphen auseinandergesetzten Verfahren den Kérper K, zu, der als 
transzendente Erweiterung des Kérpers K durch die Variable ¢ aufgefaBt 
werden kann. 


Es sei jetzt 9(t) = 20 eine beliebige regulare Funktion aus R,. 


Durch geeignetes Erweitern la8t sich dann g(t) auf die Gestalt (t) 


Funktionen 


= e(t)-- ae bringen, wobei z’(t) und n’(t) in der Normalform gegeben 


sind, d. h. jeweils gleichen Grad und Ordnung und r, als Koeffizienten 
der héchsten Potenzen von z besitzen. Dabei ist e(¢) und mithin auch 
* ©) cindeutig bestimmt 

n’() 6 ta, 

Ist namlich a a so muB z,(#)=z,(#) sein, wie aus der 
Definition der Gleichheit folgt. Es sei nun e(t) ——* = A = ¢, (t) aan wobei 
z”(t) und n”(t) ebenso wie z2’(t) und n’(t) die "enaniiierte besitzen. 
2” (t)n’(t) (t) 2’ (t)n” (¢) 


Dena int ¢,(6)5 n™(t)n?(t) nn (t)n7(8)’ 


also nach dem eben Bemerkten 
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e, (¢) 2” (#) m’ (t) = e(t) 2’(t) m” (t), e(t)-* e,(#) 2” (t) mn’ (t) = 2’ (t) n”(t) 
und da z”(t)m’(t) und 2’(t)m”(t) beide die Normalform besitzen, so mu8 
e,(t)e(t)-* +, sein, d.h. es ist wie behauptet ¢(#) = ¢, (#). 

Wir wollen jetzt eine solche regulire Funktion g(t) betrachten, bei 
der Zahler und Nenner die Normalform besitzen: p(t) la8t sich dann stets 


in der Gestalt »(t) = It. (#) darstellen, wobei y,(t) = gi (#) "4 + qu (#) r. 
9s (t)"* + Que (#) 
ist und die g,(t) ties teilerfremde Primfunktionen bedeuten. 


Ferner wollen wir alle Primarfunktionen h,, (t) = g,(t)"' + q,.(¢) und 
hy. (t) = 9;(t)"' + q(t) in der Normalform annehmen. Wir beweisen 
jetzt, daB die Funktionen y,(t) bis auf die Reihenfolge eindeutig bestimmt 


sind. Ware namlich JJy,(t) = [] yi(t), wobei y,(t) und yi(t) (t= 1, 2,....0) 
é=1 i=1 

jeweils zum selben Primideal gehéren (eventuell kénnen auch einige der 

GréBen yj; (t) gleich r, sein), so betrachte man die hieraus folgende Pro- 

duktengleichung Ie, (t)-mg(#)) - ]Ini(t) = Ilei(t)- m,(t))- [Tei ( t). Beachtet 


f=e+1 t=o+1 
man, daB hier die einzelnen Faktoren rm sian und ebenso der linken 
Seite untereinander teilerfremd sind und samtlich die Normalform be- 
sitzen, so kann man aus der Produktengleichung 2, (t)- nj (t) = 2 (t)-,(t) 
(t= 1,2,...,0); af (t)— mj(t) (¢ >) folgern. Es ist also y,;(t)= yj (t) 
(¢= 1, 2,...,0); w{(t)—4,(¢ > o) und wir kénnen zusammenfassend sagen: 

Satz 16. Hine beliebige reguldre Funktion aus R, lapt sich ein- 

deutig in der Form o(t)=e(t)-JJy,(t) darstellen, wobei y(t) = pA 

t=1 2 
ist und die zum selben Primideal gehdrigen Primarfunktionen h,, (t) 
und h,,(t) jeweils die Normalform besitzen. 

Satz 17. Jede reguldre Funktion aus R, lapt sich in der Form 
git)—a an a mari darstellen, wobei die teilerfremden Funktionen © 
z(t) und n(t) die Normalform besitzen und modulo p} eindeutig be- 
stimmt sind. 

Zum Beweis untersuchen wir zunichst eine der in Satz 16 definierten 





Funktionen, y(t) = 9 (6)" +a (6) Durch Erweitern mit der regularen 
Funktion g(#)" +40 (8) 

, 2 2 y-2e71 |, ge~1 
gt)’ — gait) (9(t)"* + g9(t)*) (g(t)”® +4, (t)* )... Q(t) +q(t)” ), 
durch Spalten in zwei Summanden und ae ame Kiirzen bringt 
man y(t) auf die Gestalt y(t) = g(t)” - a6) die den in Satz 17 


g(t) yrae 


aufgesteliten Bedingungen geniigt. Da ferner auch e(t)—a-+- q(t) die 
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dort verlangte Form besitzt, so erkennt man mit Hilfe von Satz 16, 
daB jede regulire Funktion eine Darstellung der gewiinechten Art zulaBt. 


z(t) , g(t) r2'(t) , g(t) : 
Es seien nun a- a) ta @) und a aT) + z(t) ara) wel Darstellungen 


der Funktion y(t) im Sinne von Satz 17. Dann gilt eine Gleichung 
a-2(t)-n’(t) — a’-2’(t)-n(t) + a = 0, wobei die Koeffizienten von q, (t) 
simtlich Nullteiler sind. Daher existiert eine von 0 verschiedene Kon- 
stante**) g, die der Gleichung q-q, (¢) = 0 Geniige leistet, und es ist also: 
q:a-z(t)n’(t)—q-a’-2’(t)-n(t)=0; g-a+0; g-a’+0. Weil ferner 
die Funktionen z(t) und n(t) teilerfremd sind, so ergeben sich die Kon- 
gruenzen 


(1) q-a-2(t)=O(2'(t)); g-a’-2’(t)=O0(2(t)); g-a-n’(t) = O0(n(t)); 

q:a’-n(t) = 0(n’(t)). 
Mit Hilfe von Satz 5 erkennt man aus den ersten beiden Kongruenzen, 
daB z(t) und z’(¢) sich nur um einen Nullteiler unterscheiden kénnen, 
ebenso folgt aus den beiden letzten das Entsprechende fiir n(¢) und n’(t). 
Man iiberzeugt sich noch leicht, daB a und a’ modulo p* kongruent sein 
miissen. Aus der eben bewiesenen Eindeutigkeit ergibt sich, daB bei 
jeder Normaldarstellung einer reguléren Funktion im Sinne von Satz 17 
der Grad des Zahlers und der des Nenners im reguliren Gliede eindeutig 
bestimmt sind. 

Als Grad der reguliren Funktion g(t) hinsichtlich R soll der Grad 
des Zahlers bzw. des Nenners des regularen Gliedes in irgendeiner Nor- 
maldarstellung von g(t) im Sinne von Satz 17 bezeichnet werden, je 
nachdem ob der Grad des Zahlers oder der des Nenners gréBer ist. 


Satz 18. p(t) ist dann und nur dann hinsichilich R transzendent, 
d.h. es geniigt keiner algebraischen Gleichung mit Koeffizienten aus R 
(auch keiner solchen mit Nullteilerkoeffizienten), wenn es regular ist und 
einen von Null verschiedenen Grad besitzt. 


In der Tat, y(t) muB8 jedenfalls regular sein. Besitzt es den Grad 0, 
so laBt es sich auf die Gestalt a+ Q(t) bringen, wobei Q(t) eine Null- 
teilerfunktion aus R, bedeutet. Dann aber geniigt es der Gleichung 
z—a)*=0 mit Koeffizienten aus R, ist also nicht hinsichtlich R 
transzendent. 


Ist andererseits der Grad von (#) von 0 verschieden, so ist p(t) 
on aie + so, wobei z(t) und n(t) nicht beide gleich r, sind. Es sei 


z. B. der Grad von z(t) gleich dem Grade n von g(t), also von 0 ver- 





**) D. bh. ein von ¢ unabhiangiges, also gleichzeitig dem Bereiche R und dem 
Bereiche R, angehériges Element, 
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schieden (die Behandlung des umgekehrten Falles bietet kein neues 


Problem). Es sei dann Sa,-2¢ = 0 eine nicht identisch giiltige Gleichung, 
t=0 
” 
die durch g(t) befriedigt wird. Aus der Identitét S'a,-p(t)‘=—0 folgt 
i=0 
dann eine weitere von der Form Sa,-a'-2(t)'n(t)"-* = Hot wobei die 
‘=o 
Koeffizienten von @(¢) simtlich dem Ideale a-p* entnommen sind, wenn 
a =(a,,@,,..-,@,,) ist. Daher folgt aus Satz 1 die Existenz einer Kon- 
stanten g, die der Gleichung g-q(¢)= 0 geniigt, wihrend (qg)-a + (0) ist. 
Es sei a, das Glied mit niedrigstem Index, fiir das das Produkt g-a, von 
0 verschieden ist. Dann ergibt sich aus der Identitat ¥q-a,-a*-2(t)* 
+=0 
.n(t)™~* = 0 nach Division durch die regulére Funktion a‘.2(t)‘ die Kon- 
gruenz q-a,-n(t)"~* = 0(z(t)) und diese Kongruenz ist unméglich, weil 
z(t) und n(t) teilerfremd sind. Hiermit ist Satz 18 bewiesen. 

Die Gesamtheit aller rationalen Funktionen der reguléren Funktion 
y(t) von positivem Grade mit Koeffizienten aus R bildet also eine trans- 
zendente Erweiterung Ry von R, die einen Teilbereich des Ringes R, 
darstellt. Uber den Zusammenhang zwischen R, und R, gibt folgender 
Satz AufschluB: 


Satz 19. Ist p(t)—a- ny + £ eine reguldre Funktion vom Grade 


u>0O wnd bezeichnet Ry den aus den rationalen Funktionen von ¢(t) 
bestehenden Bereich, so ist t hinsichilich Ry reguldr algebraisch vom 
Grade uw, d.h. t ist Nullstelle einer Primjfunktion y-ten Grades aus 
dem zu Ry gehdrigen Funktionenring und gentigt keiner Gleichung 
niedrigeren als u-ten Grades mit Koeffizienten aus Ry. 

Zunichst soll der zweite Teil der — bewiesen werden. Be- 
stinde namlich eine identitts | Sa, ;( (t))-t° = 0, so diirfen wir annehmen, 


daB die Koeffizienten a, ganse ; rationale Funktionen von ¢ sind, weil das 
durch Multiplikation mit einer geeigneten reguliéren Funktion stets er- 
reichbar ist. Duseh Ordnen nach g(t) bringen wir dann unsere Identitat 


auf die Gestalt b(t) -p(t)'= 0, wobei die b,(t) ganze rationale Funk- 


tionen von ¢ vom héchsten y,-ten Grade sind und mindestens ein ),(t) 
von 0 verschieden ist, weil ¢ keiner algebraischen Gleichung mit Koeffi- 
zienten aus R geniigt. Setzen wir den Wert von y(t) in diese Identitat 
ein, so ergibt sich eine Kongruenz 


(2) a™-b,(t)-2(t)” + a*-'-b,_1(t)-2(#)”~!-m(t) +... +b, (t)-n(t)™ 
O(a-p*). 
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Dabei bedeutet a das aus den Koeffizienten von b,(t), b,(¢),..., 6, (#) 
abgeleitete Ideal. Nach Satz 1 folgt aus (2) die Existenz einer Kon- 
stanten g, die der Gleichung Sq-a'b,(t)-2(#)*-(t)"-* = 0 Geniige leistet, 
ohne daB alle Koeffizienten ¢- a‘-b,(t) verschwinden. Es sei g-a"~"b,,_;, (¢) 
der Koeffizient mit héchstem Index, g-a"~*:b,,_;,(¢) derjenige mit nie- 
drigstem Index, der von © verschieden ist. Durch Division durch die 
regularen Funktionen n(t)" und z(t)” * kommt man dann zur Gleichung 
"T g-atb, (t)-2(£)*-"*4.n(t)"-*-4 = 0. Daraus folgen wegen der Teiler- 
t=m-t 
fremdheit von z(#) und n(t) die Kongruenzen g-a"~% -b,,_;,(¢) = 0(n(#)); 
q:a™-*b,,_;,(¢) = 0(2(#)). Ist nun yu, < pw, so kénnen diese Kongruenzen 
nicht gleichzeitig bestehen, weil die von 0 verschiedenen Funktionen 
q:a"™-“b,,_;,(#) und g-a*-%b,,.;(t) héchstens die Ordnung yu, besitzen, 
wahrend eine der Funktionen z(#) und n(#) vom Grade wu ist. Es kann 
daher ¢ keiner Gleichung niedrigeren als u-ten Grades mit Koeffizienten 
aus R, geniigen. 

Andererseits ist ¢ Nullstelle einer Primfunktion yu-ten Grades mit 
Koeffizienten aus jenem Bereiche. Denn es gilt eine Kongruenz von der 
Form a-z(t) — y(t)-n(t)=0(p*). Daraus folgt, daB a-z(x) — p(t)-n(a) 
eine Primfunktion aus dem zu R, gehérigen Funktionenring sein muB. 
Ware namlich a-z(z) — y(t)-n(x)= f(z)-g(z)+ q(x), wobei die dem 
zu Ry gehérigen Funktionenring entnommenen regularen Funktionen f(z) 
und g(a) niedrigeren Grad als a-z(z) — p(t)-n(x) besiBen, so miiBte 
etwa g(t) = 0(p*) sein. Daraus folgte die Existenz einer Konstanten g 
aus R, die der Gleichung g-g(t)=0 geniigte, ohne daB alle Koeffizienten 
verschwinden. Das ist aber nach dem vorher Bewiesenen ausgeschlossen. 
Es ist nun ¢ Nullstelle der Gleichung n, (x)(a-z(x) — p(t)-n(x)) + q(z) 
-n(x)=0. Dabei muB n, (¢) einen regularen Wert besitzen. Denn sonst 
ware n,(t)*—0 und das ist ausgeschlossen, weil ¢ hinsichtlich R tran- 
szendent ist. Daher miissen n,(z) und a-z(x) — p(t)-n(z) teilerfremd 
sein; denn weil a-z(xz)— p(t)-n(xz) Primfunktion ist, so miBte andern- 
falls eine Gleichung der Form n, (x) = f(x)-(a-2(z) — y(t)-n(x))+ q(x) 
mit Koeffizienten aus R, bestehen und daraus folgte die Kongruenz 
n, (t) = 0(p*). Aus der Teilerfremdheit von n, (2) und a-z(x) — p(t)-n(x) 
folgt nach Fundamentalsatz 2 das Bestehen einer Gleichung von der Form 

n, (2) (a-2 (2) — @(t)-m(x)) + q(2)-m(x) = (m, (2) + 4, (2) 
-((a-2(x) — p(t)-m(x)) + q (2) 
mit Koeffizienten aus Ry. Weil n,(t)-+-9,(¢) einen reguliren Wert be- 
sitzt, folgt hieraus, daB ¢ Nullstelle der Primfunktion »u-ten Grades 
a-z(x) — p(t)-n(x)+ 9,(x) ist und Satz 19 ist hiermit voll bewiesen. 
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§ 9. 
Regular algebraische Erweiterungen von R. 


Bekanntlich kann man eine einfache Erweiterung eines Kérpers K 
durch eine Nullstelle der in K, irreduziblen Funktion 9(z) als das Rest- 
klassensystem aller Polynome einer Variablen « nach der Funktion 9(«) 
definieren®). Entsprechend sagen wir jetzt: 

Ein Ring R(a) heiBt einfache regular algebraische Erweiterung von R, 
wenn er dem Restklassensystem aller Polynome einer Variablen « mit 
Koeffizienten aus R nach der Primfunktion g(a) isomorph ist. 

Diese Definition gilt natiirlich auch fiir den Fali, daS R ein Kérper 
ist. Hier wie bei den folgenden Definitionen kommt man in diesem Spezial- 
fall zu bekannten Begriffen. 

Ist g(z) vom Grade yu, so laBt sich jedes Element aus R(«) als 
ganze rationale Funktion « — 1-ten Grades in « mit Koeffizienten aus R 
darstellen. Weil g(x) zu jeder reguléren Funktion niedrigeren Grades 
teilerfremd ist, folgt hieraus: Nullteiler aus R(a) sind alle und nur 
diejenigen Elemente, die sich als Polynome in « mit Nullteilerkoeffizienten 
aus R darstellen lassen. Die o-te Potenz jedes Nullteilers verschwindet, 
die Gesamtheit aller Nullteiler bildet ein Ideal. Jedes regulire Element 
aus R(a) ist eine Einheit. R(a) ist also ein Ring vom selben Typus 
wie R mit demselben charakteristischen Exponenten o 

Die allgemeinste regular algebraische Erweiterung von R definieren 
wir folgendermaBen **): 

Ein Ring R heift regular algebraische Erweiterung von R, wenn es 
ein wohlgeordnetes, unendliches oder endliches System von Ringen gibt, 
das durch folgende Higenschaft ausgezeichnet ist: Existiert zu der trans- 
finiten Ordnungszahl « eine unmittelbar vorangehende +— 1, 80 ist R, 
eine regular algebraische Erweiterung von R,_,; andernfalls stellt R, den 
Vereinigungsring aller vorangehenden Ringe dar*’). 

Mit Hilfe dieser Definition und der Eigenschaften der einfachen regu- 
lar algebraischen Erweiterungen beweist man durch transfinite Induktion, 
daB jede regular algebraische Erweiterung eines Ringes R einen Ring vom 
selben Typus mit demselben charakteristischen Exponenten o darstellt. 


) St. § 6, S, 192—198. 

™) Die im folgenden benutzten, aus der Mengenlehre stammenden Begriffe sind 
kurz formuliert St. § 13, S. 267—271. Uber den Wohlordnungssatz vgl. Z-rmelo, 
Math. Annalen 59 (1904), S. 514. 

*) St. nennt K algebraisch hinsichtlich K, wenn jedes Element von K alge- 
braisch hinsichtlich K ist. Hieraus beweist er dann die in unserer Definition gefor- 
derte Eigenschaft. Fiir allgemeine Ringe ist dieser Weg nicht gangbar. 





& 
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Ist R(a) eine einfache regular algebraische Erweiterung von R durch 
eine Nullstelle der Primfunktion g(z) aus R,, so stellt der zu R(a) ge- 
hérige Kérper K(@) eine algebraische Erweiterung von K durch eine Null- 
stelle des in K, irreduziblen Polynoms g(x) dar. Ist umgekehrt K (@) eine 
algebraische Erweiterung von K durch eine Nullstelle von 9(2z), so kann 
man sofort eine regular algebraische Erweiterung von R angeben, deren 
zugeordneter Kérper K(@) ist. Ist namlich g(x) irgendeine Primfunktion 
aus der durch g(x) bestimmten Klasse, so geniigt offenbar der durch Adjunk- 
tion einer Nullstelle von g(z) entstehende Ring R(«) unserer Forderung. 
Durch transfinite Induktion gelangen wir von dieser Tatsache aus zu 


Satz 20. Ist R eine reguldr algebraische Erweiterung von R, 80 
ist der R zugeordnete Korper K eine algebraische Erweiterung von K. 
Ist wmgekehrt K eine algebraische Erweiterung von K, so gibt es stets 
eine regular algebraische Erweiterung R von R, deren zugeordneter 
Korper K ist. 

Die Definition des algebraisch abgeschlossenen Kérpers verallgemeinern 
wir fiir unsern Ring folgendermaBen: 


Ein Ring R soll algebraisch abgeschlossen heiBen, wenn alle Prim- 
funktionen aus R, vom ersten Grade in x sind und R daher keiner 
regular algebraischen Erweiterung mehr fahig ist. 


Aus dem Zusammenhang zwischen R und K ergibt sich: 


Satz 21. Hin Ring R ist dann und nur dann algebraisch abge- 
schlossen, wenn das gleiche von seinem zugeordneten Korper K gilt. 


Bekanntlich existiert zu einem Kérper K stets ein algebraisch abge- 
schlossener Kérper K, der eine regular algebraische Erweiterung von K 
darstellt, und zwei verschiedene zu K gehérige Kérper K, und K, dieser 
Art sind hinsichtlich K Aaquivalent. In Verbindung mit Satz 21 folgt 
hieraus: 


Satz 22. Zu jedem Ringe R existiert mindestens ein abgebraisch 
abgeschlossener Ring R, der eine algebraische Erweiterung von R dar- 
stellt. Sind R, und R, zwei solche Ringe, so sind K, wnd K, hinsicht- 
lich K dquivalent. 


Hingegen ist es ohne weiteres nicht médglich, auch die Aquivalenz 


von #, und &, zu behaupten. Hier werden wir nur bei ,,vollkommenen“ 
Ringen zu einem abschlieBenden Resultat gelangen. 
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§ 10. 
Theorie der vollkommenen Ringe. 


Ein Ring ist vollkommen, wenn sein zugeordneter Kérper vollkommen 
ist. Die charakteristische Eigenschaft eines vollkommenen Kérpers kann 
so formuliert werden**): Ist K eine algebraische Erweiterung des voll- 
kommenen Korpers K, (x) eine beliebige in K, irreduzible Funktion, 
so zerfallt j(x) in K, stets in untereinander illaivende irreduztble 
Faktoren. 


Aus dem Zusammenkang zwischen R und K ergibt sich: 


Ist R eine Erweiterung) des vollkommenen Ringes R, und ist 
g(x) eine Primfunktion aus R,, 80 laps sich g(x) in R, als Produkt 
von untereinander teilerfremden Primfunktionen darsiellen. 

Aus diesem fundamentalen Satz iiber vollkommene Ringe folgt weiter: 


Ist R eine Erweiterung des vollkommenen Ringes R, so besitzt die 
Primfunktion g(x) aus R, in R keine zwei verschiedenen modulo p* kon- 
gruenten Nullstellen. Ist ferner R eine regular algebraische Erweiterung 
des Ringes R und 1a8t sich die Primfunktion g(z) aus R, in der Form 


I g; (a) darstellen, wobei die g,(z) nach dem oben Bemerkten untereinander 


teileriremde Primfunktionen sind, so laBt sich jede Funktion der Form 

g(z)-+-q(z) aus R, als Produkt I (942) + a2) darstellen, ‘wobei die 
i= 

einzelnen Faktoren Primfunktionen ous R, sind. 


Ist insbesondere R(a) eine einfache "cients von R durch eine 
Nullstelle « der Primfunktion g(x), 80 besitzt auch jede mit g(x) ver- 
wandie Primfunktion g'(z) in R(a) eine mit « modulo p* kongruente 
Nullstelle «', und die Ringe R(«) und R(«a’) sind identisch. 


a~-i 
Setzt man namlich «’* = > cx «*, wobei die c;, dem Ringe R ent- 
k=0 


nommen sind (¢=0,1,...,%— 1), so tiberzeffgt man sich leicht, daB die 
Determinante c,;,| (¢,&=0,1,...,%—1) eine Eimheit ist, weil sie sich 
als Summe der Determinante 4,,| und einer Reihe von Nullteilern dar- 
stellen la6t. « 1a8t sich daher durch die Potenzen von «’ mit Koeffi- 
zienten aus R ausdriicken, und daraus folgt unsere Behauptung. 


Fiir die weitere Entwicklung ist die Einfiihrung eines neuen Begriffes 
vorteilhaft. Wir wollen sagen, der Ring R besitzt hinsichtlich R die 


*) Vgl. hierzu St. § 11, 8. 218. 


**) Im folgenden soll unter Erweiterung immer eine regulire algebraische Er- 
weiterung verstanden werden. 
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regulére Modulbasis «,,«,,...,«,, wenn R eine Erweiterung von R 
darstellt, und jedes Element von R sich in der Form See ; eindeutig 
darstellen laBt. Dabei sollen die c,; Elemente aus R, ‘die «, Elemente 
aus K bedeuten. Die Eindeutigkeit der Darstellung gilt offenbar dann 


und nur dann, wenn zwischen den «, keinerlei Gleichung mit Koeffizienten 
aus R besteht. 


Die wichtigste Eigenschaft einer reguléren Modulbasis liegt im fol- 
genden: 


Ist «,,@,,...,@, etme reguldre Modulbasis von R hinsichtlich R, 
B,, By, --+B,, eine beliebige Modulbasis, d.h. lapt sich jedes Element 


von R in der Form SB, c; darstellen, ohne daf iiber die Eindeutigkest 
j=1 


dieser Darstellung Voraussetzungen gemacht werden, so ist entweder 
B,, By, -.-, B,, ebenfalls eine reguldre Modulbasis, und dann ist m=n, 
oder es ist m>n und ein B; laBt sich linear durch die andern mit 
Koeffizienten aus R ausdriicken. 


Zwischen den «, und den #,; bestehen némlich Transformationsformeln 
’ m 

, (§$=1,2,..., m); a, = 2 Oy Bi, (E=1,2,...,%). 
(= 


Man sieht hieraus zunachst, daB R hinsichtlich R keine Modulbasis von 
weniger als n Elementen besitzen kann; denn sonst bestande eine lineare 


Relation zwischen «,,«,,...,¢,. Im Falle m=n bilden £,, £,,..., 8, 
jedenfalls dann eine regulare Modulbasis, wenn |a,,| (¢, k= 1, 2,..., 2) 
eine Einheit ist. Es sei jetzt allgemein jede Determinante ,u -+- 1-ten 
Grades (u > 0) der Matrix ||a,,|| (¢=1,2,...,m; k=1,2,...,m) ein 


Nullteiler, wahrend bei passend gewahlter Bezeichnung |a,,| (¢,k=1,2,...,”) 
eine Einheit ist. Dann Jat sich mit Hilfe der beiden Transformations- 


util 


m 
formeln (1) eine Gleichung S’c, 8, = 5’ q,8, herleiten, bei der ¢,.,, eine 
k=1 k=1 


Einheit ist, wahrend alle g, Nullteiler sind. Aus dieser Tatsache ergibt 
sich die Richtigkeit der oben aufgestellten Behauptung. Denn im Falle 
m > n verschwindet jede Determinante u + 1-ten Grades der Matrix || a,, ||, 
und im Falle m=n muB |a,, (t,k = 1, 2,...,) eine Einheit sein, da 
ja R keine Modulbasis von weniger als n Elementen besitzt. 

Wir wenden uns jetzt zur Betrachtung von endlichen (regular alge- 
braischen) Erweiterungen. Ist R eine endliche Erweiterung des vollkommenen 
Ringes R, so existiert nach Definition eine endliche Kette von Ringen 
R, = R, R,, R,,..., R,-1, R, = R, bei der allgemein R, eine einfache 
Erweiterung von R;,., ist. K stellt dann eine endliche algebraische Er- 


weiterung von K dar. Es sei nun «, ein Element, durch dessen Adjunktion 
Mathematische Annalen. 88. 8 
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R,; aus R;_, hervorgeht, und zwar sei «; Nullstelle der Primfunktion «,-ten 
Grades g;(z) aus R,_,,; dann bildet die Gesamtheit der Elemente 
af ad.  — (k;=0,1,...,4;—1; #=1,2,...,%) eime regulare 
Modulbasis von R hinsichtlich R. Denn sicher bildet a}, a}, ..., a{*~* 
eine regulare Modulbasis von R, hinsichtlich R. Bildet aber allgemein 
B,, B,,-+-»B, eine regulire Modulbasis von R,_, hinsichtlich R, y,,y,,..-, 7, 
eine solche von R; hinsichtlich R;_,, so bildet die Gesamtheit der Elemente 
By, (m= 1,2,...,%; m=1,2,...,4) eime regulare Modulbasis von R; 
hinsichtlich R. Denn jedes Element von R, laBt sich sicher in der 


Form »' 5S'c,,,,f,.7, darstellen. Besteht andrerseits eine Gleichung 


m=la=1 
x A * 
> »4,,,.8..7%, = 9, 80 folgt daraus das Gleichungssystem 5’a,,, 8,, = 0 
m=in=—1 m=1 
(m=1,2,...,4) und daraus ergibt sich a. —0 (m=1,2,..., x; 


e== 1,2,..., 4). 


Hiermit ist die Existenz der oben angegebenen reguliren Modulbasis 
von R bewiesen. Diese und, wie man sich leicht iiberzeugt, jede regulare 
Modulbasis von R besitzt noch die Eigenschaft, daB ein Element aus R 
dann und nur dann Nullteiler ist, wenn bei seiner Basisdarstellung alle 
Koeffizienten Nullteiler sind. Ferner ergibt sich aus der speziellen Natur 
unserer Modulbasis 

Satz 23°). Besiizt R hinsichtlich R eine reguldre Modulbasis von 
m Elementen, R hinsichilich R eine solche von n Elementen, so besitzt R 
hinsichtlich R eine Modulbasis von m-n Elementen. 

Besitzt R hinsichtlich R eine Modulbasis von n Elementen, so wollen 
wir im folgenden sagen: R ist hinsichtlich R vom Grade n. Es bedeute 
jetzt a,,«,,...,@, eine beliebige regulare Modulbasis von R hinsichtlich 
R und «@ sei ein beliebiges Element aus R. Dann betrachten wir 


af == a,,%, (¢=0,1,...,) und bestimmen die natiirliche Zahl y» so, 


da8 mindestens eine Determinante u-ten Grades der Matrix | a,, || 
(¢=0,1,...,.4—1; k=1,2,...,m) eimen reguléren Wert besitzt, 
wahrend alle Determinanten »-+-1-ten Grades der Matrix |ja,,|| 
(¢=0,1,..., 4; k=1,2,..., ) Nullteiler sind. Dann ist « Nullstelle 
von g(x)-+q(z), wobei g(x) eine Funktion u-ten Grades aus R,, g(x) 
eine Nullteilerfunktion aus R, bedeutet. Dabei mu8 g(x) Primfunktion 
in R, sein. Denr. andernfalls gilt in R, eine Gleichung g(x) = f,(2)-f, (x) 
+ q,(z), wobei f,(z) und f,(z) von niedrigerem als u-ten Grades sind. 
Dann aber muB «a Nullstelle einer Gleichung f,(z)+9,=—0 oder 


*) Vgl. zu dem ganz entsprechenden Satz bei Kérpern z. B. St., S. 200. 
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f.(z) + q, =0 sein, wobei g, und g, Nullteiler aus R sind. Das ist nach 
den iiber « gemachten Voraussetzungen aber unméglich. 

Es gilt also in R, eine Produktzerlegung g(a) +- q(x) = (2 — «)-f, (x), 
wobei x —a und f,(z) teilerfremd sein miissen, weil g(x) und folglich 
auch g(x)-+q(x) sich in R, als Produkt von teilerfremden Primfunk- 
tionen darstellen lassen mu8. Daraus folgt in K, die Existenz einer Pro- 
duktzerlegung g(x) = (2 — « — @)-(f, (a) + 9(x)). «e+ 9 =a’ kann keiner 
Gleichung von niedrigerem als «-tem Grade mit Koeffizienten aus R ge- 
niigen. Ist namlich a’ = Sah, a; at on 5 ten te, so ist aj, =~ a, (p*) 


und daraus folgt, daB mindestens eine Determinante m«-ten Grades der 
Matrix 'a;,|| (¢=0,1,...,4—1; k=1,2,..., n) einen reguléren Wert 
besitzt. 

Das gewonnene Resultat formulieren wir in folgendem Satz: 


Satz 24. Ist « ein beliebiges reguldres Element aus einer endlichen 
Erweiterung des vollkommenen Ringes R, so gibt es in R stets ein dem 
Elemente « modulo p* kongruentes Element «’, das hinsichtlich R regular 
algebraisch ist. 

Dabei verstehen wir also (vgl. hierzu § 8, Satz 19) unter einem hin- 
sichtlich R regular algebraischen Elemente ein solches Element a, das 
Nullstelle einer Primfunktion aus R,, aber keiner Funktion von niedrigerer 
Ordnung als jener Primfunktion, ist, und das mithin die Eigenschaft besitzt, 
daB R(a) eine regulaére algebraische Erweiterung von R darstellt. Aus 
den beim Beweise von Satz 24 verwandten Schliissen ergibt sich noch die 
wichtige Folgerung: 

Ist « ein regulires Element aus der (endlichen) Erweiternng Jt von R, 
so ist « dann und nur dann hinsichtlich R regular algebraisch, wenn es 
Nullstelle einer Primfunktion aus R, ist. 

Wie oben erwihnt, stellt K eine endliche algebraische Erweiterung 
des vollkommenen Kérpers K dar. Nach einem bekannten Satz der 
Algebra®*) ist daher K eine einfache Erweiterung von K. Es gibt also 
in K ein Element @, das hinsichtlich K vom n-ten Grade algebraisch ist, 
und durch dessen Adjunktion A aus K entsteht. Ist nun « ein der 


Klasse @ entnommenes Element aus 2 und zwar ein solches, das hin- 

sichtlich R regular algebraisch ist, und setzt man «‘ = 4, t%, so muB 
k= 

die Determinante a,;,| (i=0,1,...,.n—1; k=1,2,...,m) einen 

regularen Wert besitzen. «°,a!,...,«@*-1 bilden daher eine regulire 

Modulbasis von # hinsichtlich R, d.h. R entsteht aus R durch Adjunktion 


des einen Elementes a. 


%) Vel. St., S. 220f., sowie S. 248. 


* 
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Satz 25. Jede endliche Erweiterung eines vollkommenen Ringes 
ist einfach. 

Satz 26. Ist R eine endliche Erweiteruug des vollkommenen Ringes R, 
gilt das gleiche von dem Teilbereich R von R, ist schlieBlich « ein Ele- 
ment aus R, das hinsichtlich R regulér algebraisch ist, so ist « auch 
hinsichtlich R regular algebraisch. 


Die Primfunktion g(z) aus R,, deren Nullstelle « ist, zerfallt in R, 
in die teilerfremden Faktoren g,(z), g,(2),..-,go(z). «@ muB daher 
Nullstelle eines und nur eines dieser Faktoren, z. B. von g, (x) sein. Ist 
g,(z) vom y,-ten Grade, so geniigt « sicher keiner reguléren Gleichung 
niedrigeren als y«-ten Grades mit Koeffizienten aus R. Es soll jetzt 
durch Bildung einer geeigneten Modulbasis nachgewiesen werden, daB « 
auch nicht Nullstelle einer Gleichung niedrigeren als u-ten Grades mit 
Nullteilerkoeffizienten aus R sein kann. Ist fo, B,, ..., Bu,—, eine regulire 
Modulbasis von # hinsichtlich R, so ist a*f, (¢=0,1,..., 4, —1; 
k= 0,1,..., 4, — 1) eine Modulbasis des durch Adjunktion von « aus R 
entstehenden Bereiches R(«) mit folgenden Eigenschaften: 


1. Keines der Elemente «‘f, lat sich linear durch die iibrigen mit 
Koeffizienten aus R darstellen. 
; . to oT te! : be 
Besteht namlich eine Gleichnng \’ SY’ a,,«* 8,0, so miissen alle 
i=0 &=0 


TT to 1 : 
Elemente »'a;,, 8, und daher alle a,, Nul'teiler sein. 
k=0 


ls, 


= : ' ity—1l wel : 
2. Jeder Nullteiler aus R(«) besitzt die Gestalt YY SS g,,a'f,, 
=0 


i=0 & 


wobei alle g;, Nullteiler sind. 


Me—1 iy-1 Mq-1 


Ist namlich S’c,,3, Sa‘=y und ist eine der GréSen = ¢;, B, 
) “ 


f 
k=( t=0 
; fe-1 mas , 
regular, so gilt dasselbe von y, weil dann » Cin B Phd zu g, (x) teiler- 
i= Pa 


fremd ist. Ist also y ein Nullteiler, so sind alle "Se, By und mithin 
alle c,, Nullteiler. et 

Es sei jetzt y eines derjenigen Elemente, durch deren Adjunktion 
R aus R entsteht. y°,y’,...,y"*-* seien dadurch ausgezeichnet, da8 
sich keine dieser Potenzen linear durch die iibrigen mit Koeffizienten aus R («) 


Ms—1 
darstellen la6t, wahrend eine Gleichung ys = Sa, yt mit Koeffizienten 
k=0 


aus R(«) gilt. Dann bildet die Gesamtheit der Elemente a‘ £, y 
(¢=0,1,...,4,—1; B=0,1,...,4,—1; b=0,1,...,,—1) eine 
Modulbasis von # hinsichtlich R, die die Eigenschaft besitzt, daB sich 
keines der Basiselemente linear durch die iibrigen ausdriicken la8t, denn aus 
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fawl Mg—1 wg . ity 1 gl : j 
> + » 4%, «'B,y' =0 folgt, daB alle © 5S a,,,a'f, Nullteiler sind, 
t#=0 k=0 [=0 i=0 k=0 
und das ist nur dann méglich, wenn alle a,,, Nullteiler sind. 
Daher mu8 die Gesamtheit der Elemente «* , y' eine reguldre Modul- 


basis von # hinsichtlich R bilden. Dann aber kann keine Relation der 


Ma—1L wet 


Form »S 5 a;,,a'B,=0 bestehen, d. h. « geniigt keiner Gleichung 
i=0 &=0 


niedrigeren als u-ten Grades mit Koeffizienten aus R, ist also, wie be- 
hauptet, hinsichtlich dieses Bereiches regular algebraisch. 


Satz 27. Zwei Erweiterungen R, und R, des vollkommenen Ringes R, 
die beide einen Teilbereich der endlichen Erweiterung R von R bilden, 
sind identisch, wenn es thre zugeordneten Korper sind. 


DaB die beiden Ringe R, und R, eine endliche Erweiterung von R 
darstellen, ergibt sich daraus, da8 R, und R, als Teilbereiche von R jeden- 
falls nicht beliebig viele hinsichtlich R linear unabhingige Elemente ent- 
halten, was, wie aus Satz 23 hervorgeht, bei einer unendlichen Erweite- 
rung stets der Fall ist. R, und R, kénnen daher durch Adjunktion eines 
einzigen Elementes erzeugt werden. Es sei K,, der den beiden Ringen 
R, und R, zugeordnete Kérper. Entsteht K,, aus K durch Adjunktion 
des Elementes @, so gibt es in der Klasse @ zwei Elemente «’ und «” 
derart, da8B R, = R(«’); R, = R(a«”) ist. Da die Elemente «’ und «” 
modulo p* kongruent sind, so sind die Primfunktionen g’(x) und g”(z), 
deren Nullstellen «’ und «” sind, modulo p* kongruent. Daher muBb R, 
eine zu «” modulo p* kongruente Nullstelle der Primfunktion g” (zx) ent- 
halten. Nach einer oben gemachten Bemerkung gibt es aber in R nur 
ein einziges solches Element, nimlich «”. Daher enthalt R, das Element «” 
und folglich den ganzen Ring R,. Ebenso beweist man, da8 R, in R, 
enthalten ist, d.h. es ist R, = R,. 

Bekanntlich liegen zwischen einer endlichen Erweiterung eines voll- 
kommenen Kérpers und dem Ausgangskérper nur endlich viele Zwischen- 
kérper*’). Aus Satz 27 folgt daher: 


Satz 28. Ist R eine endliche Erweiterung des vollkommenen Ringes R, 
so gibt es nur endlich viel verschiedene Teilbereiche von R, die ebenfalls 
eine endliche Erweiterung von R darstellen. 

Wir betrachten jetzt eine unendliche Erweiterung des vollkommenen 
Ringes R. Ist R, irgendeiner der nach Definition zwischen R und R 
liegenden Ringe und existiert die transfinite Ordnungszahl t— 1, so mége 
R, aus R,_, durch Adjunktion des Elementes «,, das hinsichtlich R,_, 
regular algebraisch vom Grade n, ist, hervorgehen. 


*) Vgl. hierzu St., S. 220, 236f. 
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Satz 29. Jedes Element aus R laft sich linear mit Koeffizienten 
aus R durch endlich viele Potenzprodukte der Form IT «j* darstellen, wo- 


bei bei jedem solchen Potenzprodukt nur endlich viele k, von 0 verschie- 
den sind und allgemein die Ungleichungen 0 < k, < n, gelten. 

Diese Darstellung ist eindeutig. Man kann daher die Gesamtheit 
dieser Potenzprodukte als unendliche regulire Modulbasis von R hinsicht- 
lich R bezeichnen. 


Satz 20 wird nach dem iiblichen Schema mit Hilfe der transfiniten 
Induktion bewiesen. Der Beweis kann daher wohl hier iibergangen werden. 
Es handelt sich jetzt um den Nachweis, daB Satz 24 und vor allem Satz 2% 
im wesentlichen auch fiir unendliche Erweiterungen gelten. Den ersten 
Schritt zu diesem Beweise bildet der folgende 


Hilfssatz. Zu jedem Element «, aus KR existiert ein modulo p* 
kongruentes Element «/, das hinsichtlich R reguldr-algebraisch ist. Wahit 
man, was stets mdglich ist, alle bei der Bildung von R auftretenden «, 
so, daB sie hinsichtlich R reguldr-algebraisch sind, so ist «, reguldr- 
algebraisch hinsichilich jedes Ringes R;"~", der aus R durch Adjunktion 
irgendeiner Teilmenge der Elemente «,,&,,...,¢,-, im der durch die ge- 
gebene Wohlordnung bestimmten Reihe entsteht. 

Ware der Satz falsch, so miBte es eine kleinste transfinite Ordnungs- 
zahl geben, fiir die er nicht gilt. Ist +-+-1 diese Ordnungszahl, so muB 
der Natur der Sache nach die Ordnungszahl r+ existieren. 

Da unsere Behauptungen fiir R, richtig sind, so diirfen wir annehmen, 
da alle «,; (¢ <1) hinsichtlich R regular algebraisch sind. Aus den fiir 
R, giiltigen Behauptungen folgt ferner, daB alle R;” regulire algebraische 
Erweiterungen von R sind. Es sei nun «,,, Nullstelle der Primfunktion 
9:11 (%) vom u,4,-ten Grade mit Koeffizienten aus R,. Da diese Koeffi- 
zienten lineare Verbindungen von Potenzprodukten in den «; (i <1) mit 
nur je endlich vielen Faktoren sind, so kann man eine endliche Erwei- 
terung R;’” finden, deren Funktionenring bereits g,,,(z) enthalt. «,,, ist 
hinsichtlich R}” regular algebraisch, und R{” («,,,) stellt daher ebenfalls eine 
endliche Erweiterung von R dar. Hieraus folgt die Existenz eines mit 
«,4; modulo p* kongruenten Elementes «/,,, das Nullstelle einer Prim- 
funktion g(z) aus R, ist. Auch jede zu g(x) modulo p? kongruente 
Primfunktion g(x)+ q(a) aus R, besitzt in R,,, eine zu «,,; modulo p* 
kongruente Nullstelle «?”,,. Fiir diese gilt der Hilfssatz ebenso wie fiir «/,,. 

Es ist nun nachzuweisen, da8 «/,, hinsichtlich jedes R}° regular 
algebraisch ist. In dem zu Rj” gehérigen Funktionenring stellt g(x) ein 
Produkt von teilerfremden Primfunktionen dar und «/,, ist Nullstelle eines 
Faktors, z.B. von g(x). Ist 9(z) vom j-ten Grade, so ist «/,, dann 
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und nur dann nicht regular algebraisch hinsichtlich Rj”, wenn es Null- 
stelle einer Funktion a(z) niedrigerer als 4-ter Ordnung mit Koeffizienten 
aus R;" ist. Dann la8t sich aus demselben Grunde wie oben ein Teil- 
bereich Rf’ von R;” angeben, der simtliche Koeffizienten von g(x) und 
a(x) enthailt und eine endliche Erweiterung von R darstellt. Hinsichtlich 
dieses Bereiches kann «/,, nicht regulir algebraisch sein. Nun la8t sich 
aber weiter ein Rj" finden, der die beiden Bereiche R,” und R;” umfaBbt 
und eine endliche Erweiterung von R ist. «,,, ist hinsichtlich dieses Be- 
reiches regular algebraisch, und nach Satz 26 gilt dasselbe von «/,,. Nach 
demselben Satze mu8 «/,, auch hinsichtlich R,” regular algebraisch sein, 
es besitzt also diese Eigenschaft hinsichtlich jedes R;”, mithin auch hin- 
sichtlich von R,. Man kann daher R,,, aus R, durch Adjunktion von 
«/,, erzeugen. Das System a; (¢< 1), «74; bildet also ein den Ring R,,, 
erzeugendes System mit den im Hilfssatz geforderten Eigenschaften, und 
die Allgemeingiiltigkeit dieses Satzes ist damit erwiesen. 

Aus dem eben behandelten Hilfssatze ergibt sich leicht der Beweis von 

Satz 30. Ist R eine Erweiterung des vollkommenen Ringes R, 80 
gibt es zu jedem reguldren Element B aus R ein modulo p* kongruentes 
Element f', das Nullstelle einer Primfunktion aus R ist. f' ist hin- 
sichtlich jedes Teilbereiches von KR, der eine Erweiterung von R darstellt, 
regular algebraisch. 

Ist £ ein beliebiges regulares Element aus K, so kénnen wir infolge 
der fiir £ giiltigen Moduldarstellung nach dem im Hilfssatz benutzten Ver- 
fahren eine endliche Erweiterung R(a@,,o,,---, %,) = R, von R finden, 
die das Element f enthalt. Aus Satz 26 folgt daher die Existenz eines 
zu 6 modulo p* kongruenten Elementes f’ aus R,, das Nullstelle einer 
Primfunktion g(x) aus R, ist. (Ist g(x) -+q(zx) eine beliebige, zu g(z) 
modulo py kongruente Primfunktion aus R,, so gibt es in R, ein zu B 
modulo p* kongruentes Element f”, das Nullstelle von g(x) + q(z) ist. 
Fiir 8” gilt Satz 30 ebenso wie fiir #’.) Es sai jetzt R, = R(f,,f,,-.-B.,---) 
eine beliebige Erweiterung von R, die einen Teilbereich von R darstellt. 
Nach einer schon 6fters benutzten SchluBweise ist dann f’ Nullstelle einer 
Primfunktion u-ten Grades g,(x) aus dem zu R, gehdrigen Funktionen- 
ring und g, (x) stellt einen Faktor von g(x) dar. ’ ist dann und nur dann 
hinsichtlich R, nicht regular algebraisch, wenn es einer Gleichung niedrigeren 
als u-ten Grades mit Koeffizienten aus diesem Bereiche geniigt. Dann 
laBt sich ein Teilbereich R(f,,, B,,,-+-,B:,) = R, von R, angeben, der 
nach dem Hilfssatz eine endliche regular algebraische Erweiterung von R 
darstellt und hinsichtlich dessen f’ nicht regular algebraisch ist. Da sich 
ferner die f; durch die zu R gehérige Modulbasis ausdriicken lassen, so 
kann man schlieBlich eine endliche Erweiterung von R von der Form 
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R (tio, , Gog, «+ +) Gy) = R, finden, die sowohl das Element Bp’ als auch den 
Ring R, enthalt. Auf R, kénnen wir aber den Satz 26 anwenden und 
mit seiner Hilfe schlieBen, daB p’ hinsichtlich R,, also auch, wie behauptet 
war, hinsichtlich R, regular algebraisch ist. 

Der zu R gehérige Kérper K stellt eine algebraische Erweiterung des 
Kérpers K dar. Wenn nun K aus K durch sukzessive Adjunktion der 
Elemente f,, B.,.--, Br, ..- hervorgeht, wobei nach einem bekannten Satze 
der Algebra*) jedes 8, Nullstelle einer irreduziblen Fu~ktion 9,(x) aus K, 
ist, so kann man R aus R durch sukzessive Adjus..ion der Elemente 
B,, By, ++» Bey... erhalten, wobei B, der Klasse f, angehért und Nullstelle 
einer beliebig vorgeschriebenen Primfunktion g,(x) der Klasse g,(x) aus 


R, ist. 
Zunichst erkennt man mit Hilfe der transfiniten Induktion und des 
Satzes 30, daB man durch Adjunktion der Elemente £,, f,,..., 8,... 2u 


einem Teilbereiche R von R gelangt, der aus jeder Klasse modulo p* kon- 
gruenter Elemente mindestens eines enthalt. R muB aber mit F identisch 
sein.  besitzt ja hinsichtlich R eine regulare Modulbasis, die genau wie 
im Falle einer endlichen Erweiterung die Eigenschaft besitzt, daB bei der 
Basisdarstellung jedes Nullteilers nur Nullteilerkoeffizienten aus R auftreten. 
Ist nun « ein beliebiges Element aus R, so existiert in R ein Element «’ 
derart, daB die Differenz « — «’ eine Moduldarstellung « — a’ = S'q,, A,,, 


wobei die g, sémtlich durch das Ideal p* teilbar sind und die A,, Tregu- 
lare Elemente aus & bedeuten. Indem man nun auf die A,, das eben 
liber « Festgestellte anwendet, erkennt man die Existenz eines Elementes 
a" =a’+ S 9. Abs in R, das die Eigenschaft besitzt, daB eine Gleichung 
z 

» G,24,. = «— «” gilt, wobei simtliche g,, durch das Ideal p** teilbar 
sind. In der angedeuteten Weise weiterschlieBend, kommt man wegen der 
Gleichung p**= 0 zu dem Ergebnis, daB das beliebige Element « aus R 
in R enthalten ist. AR und A sind daher identisch. 


Mit Hilfe der eben bewiesenen Tatsache beweisen wir das 

Fundamentaltheorem der Erweiterungen vollkommener Ringe. 

Zwei Erweiterungen R’ und R” sind hinsichilich R dquivalent, wenn 
das gleiche von den zugeordneten Korpern K' und K” in bezug auf K gilt. 

Es ist zu zeigen, da eine isomorphe Zuordnung zwischen R’ und R” 
besteht, bei der jedes Element von R sich selbst entspricht. Der Kérper K’ 
kann aus K durch sukzessive Adjunktion von gewissen Elementen #,, fs,... 
abgeleitet werden. Ebenso entsteht K” aus K durch sukzessive Adjunk- 
tion der Elemente B:, By, ..., die den Elementen Bi, Bs, ... bei irgendeiner 


*%) Vgl. St., S. 203. 
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aiquivalenten Zuordnung von K’ und K” entsprechen. f, und f, geniigen 
dann jeweils derselben irreduziblen Gleichung 9,(z) aus K,. Ferner sind 
bei der angegebenen Zuordnung jeweils die Kérper K; und K, aquivalent, 
wenn wir mit K. (K?) den Kérper bezeichnen, der aus K durch sukzessive 
Adjunktion der Elemente Bi(B ) (tS bzw. ¢<1, wenn t—1 nicht 
existiert) entsteht. Die irreduziblen Funktionen 9/,,(2) und 9,’,,(2), deren 
Nullstellen re bzw. oll hinsichtlich K: bzw. K. sind, entsprechen ein- 
ander bei der aquivalenten Zuordnung, bei der allgemein f; und £;' ein- 
ander zugeordnet werden. 

Wir kénnen nun R’ durch sukzessive Adjunktion von Elementen 
8,, By und ebenso R” durch sukzessive Adjunktion von B. , Ba, --- bilden, 
wobei £; (f,’) der Klasse f; (p. ) angehért und B. und B. jeweils Nullstelle 
derselben Primfunktion aus R, sind. Wir erhalten dann eine dquivalente 
Zuordnung zwischen R’ und R”, wenn wir jedes Element von FR sich 
sélber, dem Elemente f; das Element f, entsprechen lassen. 

Zum Beweise dieser Tatsache wollen wir mit R;(R,’) denjenigen 
Ring bezeichnen, der aus R durch sukzessive Adjunktion der Elemente 
Bi (B; ) (¢<t bzw.t< 1) hervorgeht. Dann sind, wie wir durch trans- 
finite Induktion nachweisen, bei der oben angegebenen Zuordnung, die 
Ringe R; und R,’ jeweils aquivalent. In der Tat, gibt es keine der trans- 
finiten Ordnungszahl + unmittelbar vorangehende Ordnungszahl, und ist 
die Behauptung fiir alle o <1 richtig, so stimmt sie auch fiir tr. Gibt 
es aber die Ordnungszahl t— 1 und sind Ri_, und R”, aquivalent, so 
gilt dasselbe von Ri und R”. Denn die Elemente B und Bp. , durch 
deren Adjunktion R; aus R,_, bzw. R; aus Ri, entsteht, geniigen der- 
selben Primfunktion in R, sind aber auch weitergehend Nullstellen der 
durch die definierte Aquivalenzbeziehung einander zugeordneten Prim- 
funktionen g/ (a) bzw. g(a) aus dem zu Ri_, bzw. R’_, gehdrigen Funk- 
tionenring. Das folgt daraus, da8 g(x) in R,_, bzw. in R’_, jeweils ein 
Produkt von untereinander teilerfremden Primfunktionen darstellt, und 
daB B; und f,’ Nullstellen der entsprechenden irreduziblen Polynome 9 (x) 
und g/’(x) aus dem zu K;_, bzw. K/_, gehérigen Funktionenring sind. 
Aus der eben bewiesenen Tatsache folgt aber, daB man zwischen R, und 
R.’ eine aiquivalente Zuordnung erhalt, wenn man die Elemente von R sich 
selbst und dem Element f; allgemein das Element Be (4 <1) zuordnet. 

Aus dem jetzt vollstindig durchgefiihrten Schlusse von +t auf tr — 1 
ergibt sich die Richtigkeit des Fundamentaltheorems. 


Satz 31. Sieht man dquivalente Erweiterungen als nicht verachieden 
an, so ist der zum vollkommenen Ringe R gehdorige algebraisch ab- 
geschlossene Ring R, der aus R durch regular algebraische Erweiterung 
hervorgeht, eindeutig bestimmt. 
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Satz 31 ergibt sich mit Hilfe des Fundamentaltheorems daraus, dab 
es zum Kérper KX nur einen aus K durch algebraische Erweiterung her- 
vorgehenden algebraisch abgeschlossenen Kérper K gibt, wenn man hin- 
sichtlich K aquivalente Kérper als nicht verschieden ansieht. 

Fiir die unvollkommenen Ringe la8t sich die Theorie nicht in ent- 
sprechender Weise durchfiihren, weil man sich dort nicht mehr auf den 
Satz stiitzen kann, da8 die Primfunktionen g(x) und g(x) -+- q(x) gleich- 
zeitig in R eine Nullstelle besitzen miissen, wenn R eine Erweiterung 
von R bedeutet. Man kann sogar zwei einfache Erweiterungen R, und 
R, des passend gewahiten Ringes R angeben, deren zugeordnete Kérper 
hinsichtlich K Aquivalent sind, wahrend das gleiche unméglich von R, 
und R, gelten kann, weil R, keine Nullstelle der Primfunktion g(z) ent- 


halt, wabrend R, durch Adjunktion einer Nullstelle von g(z) aus R 
entsteht **). 


Géttingen, 21. Januar 122. 


**) Zusatz bei der Korrektur. Man betrachte z. B. den Ring R™ der Rest- 
klassen modulo 4 und erweitere ihn durch Adjunktion der Variablen ¢ zum unvoll- 
kommenen Ringe R®(t)=R™. Dem Ringe R™ ist der Kérper K" zugeordnet, 
der aus dem Kérper der Restklassen modulo 2 durch Adjunktion der Variablen ¢ 
enteteht. In K/” ist das Polynom z*—¢ irreduzibel, folglich sind in BY die Funk- 
tionen z*—t und z*—t—2-r, Primfunktionen, und man kann aus R® durch Ad- 
junktion von yt bzw. von yi+2-r, zwei regular algebraische Erweiterungsringe 
R® = R®™ (yt) und rR — R” (Jt+2-r,) herleiten, denen derselbe Kérper 
K” (Vt)= K® zugeordnet ist. R® und R®”’ sind aber nicht hinsichtlich R'” aqui- 
valent. Denn andernfalls miBte R" eine Nullstelle der Primfunktion x* — t—2-r, 
aus R;” enthalten, die wir wie bei R®’ mit Vt+2-r, bezeichnen wollen. Man hat nun: 
(y¥t+ yt+2-r, )* = 2-7,-(t+9r,+ Vt-¥t+2-r,) und wegen (2-r, i =0 folgt hieraus, 
daB (¥t+yt+2-r,)‘=0, mithin (t+ Vt+2-r, ein Nullteiler sein mu8. Da ferner, 
wie aus den Ergebnissen von § 8 und § 9 folgt, R®, R™, R™® denselben charakte- 
ristischen Exponenten 9 =2 besitzen miissen, so mu8 bereits (¥t+ yi t+2-r,)° 
= 2-7, (t+r,+ Vt-Vt+2-r, )= 0, also wegen 2-r, + 0 die GréBe t+ r,+ Vt-Vt+2-r, 
ein Nullteiler sein. Es mu8 daher /t-¥t+2-r,+t+r, in K™ das Nullelement ent- 
sprechen. Das ist aber evidenterweise nicht der Fall, denn man hat 


Vt-Vt+2-n, 4+t4+2,=Vt-Vt42-r, +847, =Vi-Vi+i+?, <2-847, =7, +0. 
Aus diesem Widerspruch folgt, daB R das Element t+ 2-r, nicht enthalten kann 


Die zum selben Kérper K® gehérigen Ringe R™ und R®” sind daher nicht aqui- 
valent hinsichtlich R™. Freiburg i. Br., 31. 7. 1922. 


(Eingegangen am 22. 1. 1922.) 











Zur Theorie der Kleinschen Erginzungsrelationen. 
(Erste Mitteilung. ) 
Von 


Hans Falekenberg in GieBen. 


Einleitung. 


Der Quotient zweier Partikularlésungen der hypergeometrischen Diffe- 
rentialgleichung mit reellen Exponentendifferenzen und, wie man annehmen 
kann, auch reellen singularen Stellen, bildet bekanntlich die positive oder 
negative z-Halbebene auf ein von drei Kreisbogen begrenztes natiirlich 
einfach zusammenhangendes Ylachenstiick ab, dessen Ecken den singularen 
Stellen der Differentialgleichung entsprechen und dessen Eckenwinkel gleich 
sind ihren Exponentendifferenzen. 

Diese Kreisbogendreiecke, deren reelle Winkel (4, 2, 4,2, 4,2) und 
reelle oder bis auf ganze Vielfache von 2a rein imaginare Seiten 
(1,2, 1,2, 1,2)*) bei Zugrundelegung der projektiven (Cayleyschen) MaB- 
bestimmung mit der Kugel als Fundamentalfliche den Formeln der 
spharischen Trigonometrie geniigen, sind durch Vorgabe der Winkel ein- 
deutig festgelegt, wahrend in den Formein der spharischen Trigonometrie 
die Seiten durch die Winkel erst bis auf ganze Vielfache von 22 be- 
stimmt sind. Das liegt daran, daS wir in der Funktionentheorie die 
Forderung einer einfach zusammenhangenden Dreiecksfliche (,,Flachen- 
forderung‘, ,,Flachendreiecke“) stellen miissen, wohingegen eine Zu- 
sammenstellung von drei Winkeln und drei Seiten, die den Formeln der 
spharischen Trigonometrie gehorcht, bei geometrischer Interpretation 
noch lange nicht ein einfach zusammenhangendes Flachenstiick zu liefern 
braucht. 

Es treten daher zu den Formeln der sphiarischen Trigonometrie noch 


1) Wo MiBverstandnisse ausgeschlossen sind, nenne ich auch die GréBen A, selbst 
Winkel“, die GréBen |, Seiten“. 
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die von F. Klein*) entdeckten ,,Erganzungsrelationen“ (,,E.R.“) hinzu, 
welche die in den Seiten enthaltenen ganzen Vielfachen von 22 als Funk- 
tionen der Winkel angeben. Sie sind das analytische Aquivalent der 
Flachenforderung. 

In der spharischen Trigonometrie kommt, wie E. Study*) gezeigt hat, 
der Formelgruppe von Delambre eine besondere Bedeutung dadurch zu, 
daB8 sie die Gesamtheit aller Dreiecke in zwei Klassen einteilt (,,eigentliche* 
und ,,uneigentliche“), deren jede unter sich ein Kontinuum bildet. Unsere 
Flachendreiecke, die ebenfalls ein Kontinuum bilden, gehéren der Klasse 
der eigentlichen an. 

Die Klasseneinteilung wird auch geleistet durch die Formeln von 
Simon L’Huilier und zwar dadurch, daB diese fiir die beiden Klassen ver- 
schiedene Gleichungssysteme liefern. Wir schreiben die fiir unsere (eigent- 
lichen) Dreiecke giiltigen mit Study in folgender Form an: 





— 
© tg “tg %* - e// IT tg == (e= +1; é=0, 1,2, 8), 
- r=0 
wobei 
Sukuk 1 eos) 
8, 5 2 3. 0, = Ay nth 
le+l I 1(k—1.2.3 aon 8 
(2) — te + thin + bb—1. Ak — Ab+1 — Ak—-1 + = 2,3; . 
|" a » = a : 38+1= 
(s- GréBen ) (o-GréBen) 
und 
3 3 
- 
(3) > 4;= 6, = - 
i=0 #=0 
ferner 
Ay = Og + Oy = 1 — O44, — OB-, 
(4) (E=1,2, 3) 


\h=1-—a@- Se = 8h+1 1 Se) 


ist. Die Gleichungen (1) spalten — und darin liegt ihr Vorzug vor den 
Delambreschen — wegen des an jeder der unendlich vielen Verzweigungs- 
stellen noch unbestimmten Vorzeichens « das Kontinuum der eigentlichen 
Dreiecke in unendlich viele Unterkontinua. Damit erhebt sich die Auf- 
gabe, durch Bestimmung dieses Vorzeichens als Funktion der Winkel das 
Kontinuum der Fldchendreiecke aus dem der eigentlichen herauszuschilen. 

*) , Uber die Nullstellen der hypergeometriechen Reihe“, Math. Ann. 37 (1890), 


S. 573-590. Vgl. auch: Ober die hypergeometrische Funktion“, autogr. Vorlesungen, 
Géttingen 1894; neuer Abdruck, Leipzig 1906, S. 250ff. 


*) ,Spharische Trigonometrie, orthogonale Substitutionen und elliptische Funk- 
tionen“, Abh. d. math.-phys. Klasse d. Sachs. Ges. d. Wiss. 20 (1893), S. 85ff. 
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Das kann in doppelter Weise geschehen: entweder durch Zuriickgreifen 

auf die Fldchenforderung, was dann eine vorzugsweise geometrische von 

mir‘) unlangst durchgefiihrte Stetigkeitsbetrachtung notwendig macht, oder 

durch Heranziehung der mit der Flachenforderung wesentlich gleichbe- 

deutenden ,,£.R.“, was Gegenstand der vorliegenden Mitteilung sein soll. 
Diese lauten: 


(5) E (*) = B(o,) (k = 1, 2, 3); 
dabei bedeutet Z(2z) die gréBte in x enthaltene reelle positive ganze Zahl 
bzw. 0, wenn keine reelle positive ganze Zahl in x enthalten ist. Als 


gréBte in der positiven ganzen Zahl p enthaltene ganze Zahl soll p — 1 
festgesetzt sein. 

Zur Durchfiihrung der Aufgabe konstruieren wir nach einem Verfahren, 
das die von Klein eingefiihrten unstetigen geometrischen Prozesse der ,,late- 
ralen“ und ,,polaren Anhangung von Kreisscheiben“ in stetige analytische 
umbildet, analytisch alle denkbaren Flachendreiecke durch stetige Abdnde- 
rung aus einem moglichst einfach gewdahlien ,,Anfangsdreieck*, bei dem 
wir das Vorzeichen in den Gleichungen (1) kennen, und untersuchen die 
Anderungen, die dieses bei den stetigen Prozessen erfahren muB, wenn 
die ,,E.R. stets in Giiltigkeit bleiben sollen. Beherrscht man diese Ande- 
rungen, so gelingt es auch, das Vorzeichen explizit als Funktion der 
Winkel darzustellen. 

Die Umkehrung dieser Aufgabe, aus der Vorzeichenbestimmung die 
..E.R.“ abzuleiten, ist iibrigens am Schlu8 meiner eben genannten Arbeit 
durchgefiihrt. 

In einer folgenden Mitteilung sollen auch komplexe Exponenten- 
differenzen zugelassen werden. Es bietet dann keinen Vorteil mehr, die Ab- 
bildung einer Halbebene zu betrachten. Schilling untersucht daher®) im 
vorliegenden Falle die Abbildung der ganzen Ebene, die er durch loxo- 
dromische Kurven, die von einer der singularen Stellen a, zu den beiden 
anderen a, und a, fiihren, zerschneidet. Er kommt dabei auf einen von 
4 Kreisbogen begrenzten durch die Exponentendifferenzen im wesentlichen 
eindeutig bestimmten einfach zusammenhangenden ,,F'undamentalbereich“ 
als Abbildungsfigur, der als Verallgemeinerung der von einem Flachendreieck 
und einem seiner Seitendreiecke gebildeten Figur gelten kann. Der singu- 


*) ,Ableitung der Erginzungsrelationen aus den Formeln von Simon L’Huilier*, 
Math. Zeitechr. 10 (1921), S. 17. 

5) ,Beitrage zur geometrischen Theorie der Schwarzschen s-Funktion“, Math. 
Ann. 44 (1894), S, 162; ,Die geometrische Theorie der Schwarzschen s- Funktion 
f. komplexe Exponenten I u. II“, Math. Ann. 46 (1895), 8S. 62 u. 529. 
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laren Stelle a, entsprechen zwei Ecken A, und Aj, den singularen Stellen 
a, und a, je eine Ecke A, und A, des Bereiches; die Eckenwinkel bei 
A, und A, sind gleich den 
doppelten reellen Teilen der 
Exponentendifferenzen «, und 
«,, die Summe der Eckenwin- 
kel bei A, und A; ist gleich 
dem doppelten reellen Teil 
von «@,. (Fig. 1 und 2; in 
Fig. 1 sind die loxodromi- 
schen Kurven schematisch ge- 
zeichnet, in Fig. 2, die den 
Qa, ay Fundamentalbereich darstellt, 

Fig. 1. Fig. 2 bedeutet 9i (2) den reellen 

Teil von z.) 

Nach willkiirlicher Annahme der Ecken A,A,A, wird die vierte 
Ecke A; des Fundamentalbereiches und die punktweise Zuordnung der ein 
und demselben Verzweigungsschnitt entsprechenden Begrenzungskreisbogen 
A, A,<«»A,A,; A,4A,+»A,A, durch die rein imaginaren Teile der Expo- 
nentendifferenzen bestimmt und umgekehrt sind diese durch die Lage der 
Ecke A; und eine jener Zuordnungen festgelegt, wodurch eine geometrische 
Deutung auch der imagindren Teile der Exponentendifferenzen gegeben ist. 

Betrachtet man jetzt in den Formeln der spharischen Trigonometrie 
wie im Fall reeller Argumente die Exponentendifferenzen als ,,Winkel*, 
die aber dann auch komplex sein kénnen, so entsteht die Frage nach der 
geometrischen Bedeutung der in den Formeln auftretenden ,,Seiten“. 

Wie Schilling gezeigt hat, tritt hier an Stelle der Dreiecksseite 1, x 
diejenige nicht -euklidische Schraubenbewegung, welche die durch A, gehende 
Fixgerade (Achse) der zvgehérigen Fundamentalsubstitution in die zu ihr 
windschiefe durch A, gehende iiberfiihrt. (In Fig. 2 sind die Fixgeraden 
angedeutet.) Entsprechend findet man eine geometrische Deutung der beiden 
anderen Seiten durch nicht-euklidische Schraubenbewegungen *). 

Durch diese Interpretation sind die ,,Seiten‘‘ ebensowenig wie durch 
die Formeln der spharischen Trigonometrie nach Vorgabe der Winkel ein- 
deutig festgelegt, vielmehr bleiben die in ihnen enthaltenen ganzen Viel- 
fachen von 22 zunichst noch unbestimmt. Erst durch folgende Fest- 
setzung, die im Falle komplexer Winkel die Flachenforderung ersetzt und 


*) Der Fundamentalbereich erscheint — um eine Kleinsche Ausdrucksweise zu 
gebrauchen — in den ,Kern“ windschiefer Achsen eingehingt. Unter Zugrundelegung 
dieser Vorstellung erhalt man dic ,Seiten“ als nicht euklidische Schraubenbewegungen 
am ,Kern“, die ,Winkel“ als solche am ,Polarkern“. 








d+d;=2R(@,) 
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die geradezu den Begriff ,,Seite des komplexen einfach zusammenhangen- 
den Bereiches erst definiert, erreicht man Eindeutigkeit: 


»Andert man ausgehend von dem Fall reeller Winkel den Funda- 
mentalbereich stetig so ab, daB die reellen Teile der Winkel ungeandert 
bleiben, wahrend die imaginaren alle méglichen Werte stetig durchlaufen 
(wobei sich also im wesentlichen nur der Eckpunkt A; des Fundamental- 
bereiches und die punktweise Zuordnung der Begrenzungskreisbogen andern), 
so gehen auch die ,,Seiten’’ stetig ineinander iiber.“ 

Diese erweiterte ,,Fldachenforderung’’ geht im Falle reeller Argumente 
in die als selbstverstandlich angesehene Forderung iiber, daB man die 
,seiten des Abbildungsdreiecks mit seinen Begrenzungskreisbogen identi- 
fiziert — eine Forderung, die, wenn man will, als Ausdruck der Flachen- 
forderung gelten kann. 


Zieht man bei komplexen Argumenten diese Forderung heran, so 
bleibt, wie gezeigt werden soll, die in dieser Mitteilung abzuleitende Vor- 
zeichenbestimmung in den L’Huilierschen Gleichungen in Giiltigkeit, sofern 
man nur in der Formel an Stelle der Winkel ihre reellen Teile setzt. 
Wie im Falle reeller Argumente kann man sodann einfache Beziehungen 
ableiten, welche die in den Seiten enthaltenen ganzen Vielfachen von 22 
durch die reellen Teile der Winkel ausdriicken. Diese Relationen bilden 
das Analogon zu den Kleinschen ,,Erganzungsrelationen“ fiir den Fall kom- 
plexer Exponentendifferenzen (Winkel). 


I. 


Vorzeichenbestimmung in den L’Huilierschen Gleichungen im Falle 
reeller Exponentendifferenzen (Winkel). 


$1. 
Verhalten des Vorzeichens bei stetiger Abianderung. 


Worterklarung: Nimmt beistetiger Abanderung an einer Stelle 
eine der GréBen o,, 8;; 4,, 1, (¢ = 0,1, 2,3; k= 1, 2,3) eine ganze 
Zahl g an und ist sie vor dem Durchgang durch die Stelle g — «,, 
nach dem Durchgang g — ¢,, so sage ich, sie ,,erretcht den Wert g. 
Ist sie aber vor dem Durchgang g — «,, nach dem Durchgang g + «,, 
so sage ich, sie ,,durchschreitet’‘ den Wert g. Dabei sind ¢, und e, 
reelle oder rein imaginare kleine GréBen gleichen Vorzeichens (ein 
e kann reell, das andere imaginar, es kénnen aber auch beide reell 
oder beide imaginar sein.) — 
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Aus den Gleichungen (1) und (4) leitet man folgende — iibrigens 
auch fiir uneigentliche Dreiecke geltenden — ab: 








4)+E#)+ (9) (9) amaze 
(6) tg 52 on (—1)' * ea, g eR n= 0) 
2 sin 6, x-sin 6, x 
und zwei weitere durch zyklische Vertauschung der Indizes (1, 2, 3). 
Setzt man: . , 
~ | %t? 4 
- 7 a +> B(o,) 
(7) e’ = (— 1)*™* _ 8, 
so erhalt man: 
3 
I [oe [o3) +S EB o) —— ——— 
(2 tg 2= a= (— 1) k=1 -e'| pnt i ws 
2 sin 6, x-sin 9, x 


Singulire Stellen, an denen Seiten bis auf ganze Vielfache von 2 
imagindr unendlich werden, sollen bei stetiger Abanderung wumgangen 
werden. Dagegen schlieBe ich solche, bei denen eine oder mehrere Seiten 
unbestimmt werden, nicht aus. 

Dann kann sich bei stetiger Abinderung das Vorzeichen e’, das wir 
jetzt an Stelle von « betrachten, jedenfalls nur dann andern, wenn min- 
destens eine o-GréBe eine ganze Zahl durchschreitet Stellen, an denen 
o-GréBen ganze Zahlen erreichen, sollen vermieden werden —. 

Nennt man eine stetige Abanderung, bei der keine o-GréBe eine ganze 
Zahl*) durchschreitet, ,,gewéhnliche Abanderung“, so folgt aus (8): 

I. Bet gewdhnlicher Abdnderung (,,ProzeB I‘) dndert sich «’ nicht. — 

Eine Stelle, an der nur eine einzige o-GréBe eine ganze Zah! durch- 
schreitet, heiBe ,,einfach parabolische“ Stelle. 

Aus (8) findet man: Bei Durchlaufung einer einfach parabolischen 
Stelle, bei der o, eine ganze oder o, eine nichtpositive ganze Zahl durch- 
schreitet, wird 1, eine gerade ganze Zahl; tgs andert sein Vorzeichen 
nicht, weil die gerade ganze Zahl nach den ,,E.R.“ von J, nicht durch- 
schritten werden darf. Da sich auch 


Wt os 1 aa] +loal+ > Bio,) 


nicht andert, so bleibt nach (8) e’ ungeandert. 
Bei einer einfach parabolischen Stelle, an der o, eine positive ganze 
Zahl durchsehreitet, andert sich sowohl das Vorzeichen von tg 5% (wegen 


**) [x] = gréBte positive oder negative Zahl unter xz fir r= 0 und r>+1. 
=0 fir 0<2S+1. 


") Der Wert 0 ist hier und im folgenden stets den nichtpositiven ganzen Zahlen 
zuzurechnen. 
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der ,,E.R.“), als auch (— 1)*"”, weswegen auch hier nach (8) e’ ungein- 
dert bleibt. In leichter Verallgemeinerung schlieBt man: 

Il. Bei Durchlaufung einer einfach-parabolischen Stelle (,,ProzeB II‘) 
Gndert sich e’ nicht. — 

Eine Stelle, an der gleichzeitig zwei o-GréBen ganze Zahlen durch- 
schreiten, heiBe ,,doppelt-parabolische“ Stelle. 

Durchschreiten an einer solchen o, und o, ganze nichtpositive Zahlen, 
so wird nach (8) J, eine ungerade ganze Zahl, /, und |, unbestimmt. 

Aus (1) und (2) folgt, da8 zwei Gleichungen von der Form: 

(9) +h t+ht4—2g (g ganze Zahl) 
erfiillt sind. 

Anderte sich hier e’ nicht, so ainderten tg 3% und tg 8 nach (8) ihr 
Vorzeichen; d.h, 1, und 1, durchschritten ganze Zahlen. Mit Riicksicht 
auf ({%) wire es aber dann notwendig, daB eine von diesen eine gerade 
Zahl durchschritte, was mit den ,,E.R.“ in Widerspruch stande, weil o, 
und o, ganze Zahlen kleiner als 1 durchschreiten. e’ andert sich also. 
Verallgemeinert: 

Ill. Bei Durchlaufung einer doppelt-parabolischen Stelle, an der 
6, und o,, 6, und o,, oder o, und o, ganze nichtpositive Zahlen durch- 
schreiten (,,ProzeB III‘) dndert sich e’. — 

Durchschreiten an einer doppelt-parabolischen Stelle o, eine ganze, 
6, eine positire ganze Zahl, so wird nach (8) J, eine gerade ganze Zahl, 
1, und 1, unbestimmt. 1, durchschreitet mit Riicksicht auf die ,,E.R.“ die 
gerade ganze Zahl, so da® sich nach (8) e’ nicht andern darf. Man erhilt: 

IV. Bei Durchlaufung einer doppelt-parabolischen Stelle, an der o, 
eine ganze, o,, 0, oder o, eine positive ganze Zahl durchschreiten (,,Pro- 
zeB IV"), dndert sich e’ nicht. — 

Durchschreiten drei o-GréBen ganze Zahlen, so tut es wegen (3) 
auch die vierte; diese Stellen sollen ,,Ausnahmestellen“ heiGen. 

Durchschreitet an einer solchen o, eine ganze, o,, 6, und o, ganze 
nichtpositive Zahlen, so werden alle Seiten unbestimmt. Da wegen (3) 
eine oder drei o-GréBen gerade Zahlen sind, so besteht wegen (1) und (2) 
immer eine der Gleichungen (9). 

Anderte sich e’ hier, so durchschritten alle Seiten ganze Zahlen; das 
diirften aber wegen der ,,E.R.“ nur ungerade Zahlen sein. Dann lieBe 
sich keine der Gleichungen (9) befriedigen. Es folgt: 

V. Bei Durchlaujfung einer Ausnahmestelle, an der o, eine ganze. 
6,, 0, und o, ganze nichtpositive Zahlen durchschreiten (,,ProzeB V“‘), 
Gndert sich #' nicht. — 


Mathematische Annalen. 88. 9 
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Ein Flachendreieck, bei dem die Ungleichungen 
(10) O<A4 <1 (k=1,2,8); O0<o,<1 (¢=0,1, 2,3) 
gelten, heiBe ,,Anfangsdreieck“. Man findet leicht: 
VI. Fiir jedes Anfangsdreieck ist «&° —+-1. — 
Fiihrt man die Bezeichnung: 
[9] + [9] + [%] +[%] =[¢] 
ein, so hat man zufolge (3) zu unterscheiden Dreiecke vom 
Charakter 0 (C,):[o] =0, 
Charakter 1 (C,):[o]=——1, 
Charakter 2 (C,):[o] = — 2 


a. 


Die Dreiecke C, und C, sind elliptische (reelle Seiten), C, hyper- 
bolische (bis auf ganze Vielfache von 2 rein imaginare Seiten). Die An- 
fangsdreiecke gehéren zu C,. 

Zu den beabsichtigten stetigen Konstruktionen ziehen wir noch fol- 
gende zusammengesetzte Abanderungsprozesse heran: 

a) ,,HauptprozeB A,“: Er kommt zur Anwendung auf Dreiecke C,, 
bei denen 


q<i, @&<1I, @ <i 


ist, vermehrt o, um 1 und vermindert o, ebenfalls um 1. Seine Aus- 
fiihrung besteht darin, da8 zunichst o, stetig die Zahl [o,]-+-1 und gleich- 
zeitig o,, 0, und o, die Zahlen [o,], [o,] und [o,] durchschreiten (Pro- 
zeB V), wodurch ein Dreieck C, erreicht ist; und da8 dann die neuen GréBen 
o, und o, gleichzeitig die neuen Werte [o,|-+-1 und [o,]-+-1 durchschrei- 
ten, ohne daB o, und o, ganze Zahlen werden (ProzeB III), wodurch man 
wieder zu einem Dreieck C, gelangt, bei dem mit Hilfe noch auszufiihren- 
der, 2weckmaBig gewihlter gewéhnlicher Abanderungen in der Tat erreicht 
werden kann, daB o, gegeniiber dem Ausgangsdreieck um 1 vermehrt, 
6, um 1 vermindert ist. 

Durch zyklische Vertauschung der Indizes (1, 2,3) erhalt man die 
,,Hauptprozesse A, und A,“. 

Wegen der hier vorkommenden Prozesse III gilt auf Grund von 
I, Ill, V: 

Vila. Bet Anwendung eines Hauptprozesses A, (k = 1, 2,3) dndert 
sich &’. — 

b) ,,Hauptproze8 B“: Er kommt zur Anwendung auf Dreiecke C,, 
bei denen . 
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ist, vermindert o, und o, um 1 und vermehrt o, und o, um 1. Seine 
Ausfiihrung besteht darin, daB zunichst gleichzeitig o, und o, die Zahlen 
{o,] und [o,] durchschreiten, ohne da8 o, und o, ganze Zahlen werden 
(ProzeB III), wodurch ein Dreieck C, entsteht; und daB dann gleichzeitig 
o, und o, die Zahlen [o,|-+ 1 und [o,]+-1 durchschreiten, ohne daB 
o, und o, ganze Zahlen werden (ProzeB IV), wodurch man mit Hilfe noch 
auszufiihrender zweckmaBig gewahlter ,,gewohnlicher‘‘ Abanderungen in der 
Tat zu einem Dreieck C, gelangen kann, in dem o, und o, gegeniiber 
dem Ausgangsdreieck um 1 vermindert, o, und o, um 1 vermehrt sind. 

Wegen des vorkommenden Prozesses III gilt mit Riicksicht auf I, 
III und IV: 


VIlb. Bet Anwendung des Hauptprozesses B dandert sich e’. 
§ 2. 


Das Kleinsche Reduktionsverfahren“*). 


Wir wenden ein von Klein angegebenes arithmetisches Verfahren an, 
durch das jedes Dreieck auf ein ,,reduzier‘es“ mit den Winkeln ht (k=1, 2,3) 
und den o-GréBen oj; (i = 0, 1, 2, 3) zuriickgefiihrt wird. Dieses ist charak- 
terisiert durch die Ungleichungen: 


| —3<%S3 

be 4, $2 , - 

(11) 0<14,<1 (12) ~ZFsas9 
sé <i, ~t<gci 

—1<o <1. 





Samtliche Dreiecke werden in zwei Arten eingeteilt: 
a) 1. Art: Kein Winkel ist gréfer als die Summe der beiden anderen. 
Wir setzen bei jedem Dreieck dieser Art: 


{ 13a) A, .= A, —- a, 


dann ist: 


(14a) 


“) Vgl. die zitierten Vorlesungen, 8S. 415 ff. 


y* 
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Die a, sind dabei — was stets (eindeutig) méglich ist — als ganze 
Zahlen so zu bestimmen, da die gréBte unter den Zahlen 4 (k = 1, 2, 3) 
kleiner als 2, die beiden anderen kleiner als 1 sind. Wenn man dann 
noch die Bezeichnungen der Winkel geeignet wahlt. so sind die Unglei- 
chungen (11) und (12) erfiillt, und wir haben arithmetisch ein ,,reduzier- 
tes“ Dreieck konstruiert. 

Mit Riicksicht auf (11) folgt aus (13a): 


a, + a, = [4,] +[4,] — 2¢,, 


a, +a,=([4,] — [4,], 





also 
(15) [a,] =[4,] + [45] + [4g] (mod 2), 
ferner: 
a, +e,+4,= 4 + Lig] +144] «a é E Lia] + Ll) 
oder 
(16a) e,+a,+4,= tAl+ (a) [+]+ ". 


b) 2. Art: Ein Dreieckswinkel, den wir mit i, tezeichnen wollen, 
ist gréBer als die Summe der beiden anderen. 


Hier setzen wir: 


i, =i, +2b+a, +a, 


(18b) 4, =’, +4, 
4, =A, +,, 
dann ist: 
d= 9, +b+a,+ 4, 
6,=a;+b 
(14b) ls aa 
0, = 0,—a,—b. 


b, a, und a, sind dabei — was stets (eindeutig) méglich ist — als ganze 
Zahlen so zu bestimmen, da8 die Ungleichungen (11) und (12) erfiillt 
sind, wodurch wir auch hier arithmetisch ein ,,reduziertes‘* Dreieck kon- 
struiert haben. 

Nach dieser Konstruktion folgt ebenfalls sehr leicht die Kongruenz (15), 
ferner die Gleichung: 


(16b) b+<4+4,= Ca)+ Cia) + Cal 





SchluBbemerkung. Fiir beide Dreiecksarten haben die Dreiecke 
und ihre ,,reduzierten® den gleichen Charakter. 
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§ 3. 
Konstruktionsverfahren -- Vorzeichenbestimmung. 


Bei dem hier anzuwendenden Konstruktionsverfahren entsprechen den 
Kleinschen*) Prozessen der lateralen und polaren Anhangung die ,,Haupt- 
prozesse A, und B*. 

Wir gehen von einem den Ungleichungen (10) geniigenden ,,Anfangs- 
dreieck* (Ay, o;) aus und konstruieren zunachst ein ,,Hilfsdreieck“ (7,, 3;): 

a) Falls ein Dreieck 1. Art vorliegt, wenden wir auf das Anfangs- 
dreieck a,-mal den ,,HauptprozeB A,“‘, a,-mal den ,,HauptprozeB A,“ und 
a,-mal den ,,HauptprozeB A,“ an und erhalten das Hilfsdreieck: 





G, = 9) + 4, + a, + @, 5 0 
= _ «@ 4, =A +a,+a, 
a 6, = 4, — 4, j 0 
l7a (18a) 14, =4,+4,+4, 
bee. lr matte a 
7 a < 2° 
6, = 0; — 4s, 


Nach Vila hat das Vorzeichen «’ dabei (a, +-a,-+-a,)-mal gewechselt 
und ist nach VI und (16a) 
nn [att a + et] 

(19) e’=(—1)* : 

b) Bei einem Dreieck 2. Art wenden wir auf das ,,Anfangsdreieck“ 
a,-mal den ,,HauptprozeB A,“, a,-mal den ,,Hauptproze8 A,“ und dann 
b-mal den ,,Hauptproze8 B“ an, wodurch wir zu folgendem ,,Hilfsdreieck“ 
kommen: 


6,=07 +b6+a,+ a4, 
6,=o7+5 

= 
ee ae ee 


- 0 
6, = 0, — a, — b, 


[+ = 4?+2b+a,+a, 
(18b) } 4, = a?+a, 
lz, = Ay + dy. 





(17b) 


Nach VIla und VIIb hat das Vorzeichen e’ dabei (a,-+-a, -+-6)- mal 
gewechselt und ist nun nach VI und (16b) ebenfalls durch Gleichung (19) 
bestimmt. — 

Um die stetige Konstrvktion zu Ende zu fiihren, haben wir nur noch 
von den ,,Hilfsdreiecken“ mit den Bestimmungsstiicken (17) und (18) zu 
den gesuchten Dreiecken mit den Bestimmungsstiicken (13) und (14) iiber- 
zugehen; das entspricht einem Ubergang vom Anfangsdreieck zum reduzierten. 

Wahrend aber das ,,Anfangsdreieck“, wie wir sahen, den Charakter 0 
hat, sind fiir das ,,reduzierte‘‘ alle Charaktere méglich, und zwar richtet 


*) Le. S. 418 ff. 
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sich das (Schlu8bemerkung zu § 2) nach dem Charakter des zu konstruieren- 
den Dreiecks. 
Gehért es zu C,, so ist stets: 


[90] = [or] = [03] = [03] = 95 
der Obergang vom Hilfsdreieck la8t sich ausschlieBlich durch Prozesse I 


vollziehen. Das Vorzeichen +’ andert sich nicht mehr und es ist 


, ~~ 


(20 a) é 
Gehort es zu C,, 80 ist, wie man leicht sieht, ebenfalls nur ein Typus 
méglich : 
[o}=[%]=9; [o,]=[o,]=-—1. 
Hier la8t sich der Ubergang durch Prozesse I und einen Proze8 III voll- 
ziehen; nach I und III ist 
(20b) e’ = — e’. 


Gehért das gesuchte Dreieck zu C,, so sind mehrere Typen ,,redu- 
zierter“‘ Dreiecke médglich: 


1) [oJ=—1; [o]=[e]=[4]=09, 
2) [of]=—1; [04] =[0{]=[0{]=0, 
und zwei weitere durch zyklische Vertauschung der Indizes (1, 2, 3) in 2): 
3) [oo]=+15 [of]=0; [of] =[of]=—1, 
4) [o]=0;  [0f]—+1; [0f]—=[of]=—1. 


Liegen die beiden ersten Typen vor, so geniigen zum Ubergang vom 
,,Hilfsdreieck“ zum gesuchten Prozesse I und II; nach I und II dndert 
sich e’ nicht mehr und es gilt (20a). 

Liegt dagegen eine der beiden letzten vor, so gehen wir vom ,,Hilfs- 
dreieck* durch einen ProzeB III zu einem Dreieck C, iiber und steigen 
dann durch Prozesse I und II zum gesuchten auf. Wegen des vorkommen- 
den Prozesses III andert sich e’ gerade noch einmal und es tritt der Fall 
der Gleicivung (20b) ein. — 

Man sieht leicht, da®B in den Fallen der Gleichung (20a) A, 1, in 
den Fallen der Gleichung (20b) 4; > 1 ist, in allen Fallen ist also 


g’ = (—1)"!.5° 
und auf Grund von (15), (19) und (7) 
Sy fe t3 : ig)+lag] +{ae]+ 
SY [A] Sweep + airs Mal+ Hol + Hel a 
k=1 ? 


e= (— 1)=o 
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Diese Formel ist vollstandig symmetrisch in bezug auf die Winkel, 
gilt also unabhdngig von der Bezeichnung der Winkel. Die oben ein- 
gefiihrten Vorschriften iiber diese Bezeichnung sind damit iiberfliissig. 

Schlu8bemerkung. Es mag auffallend erscheinen, daB bei unserer 
stetigen Konstruktion Stellen, an denen ein Winkel eine ganze Zahl durch- 
schreitet, ohne da8 gleichzeitig mehrere o-GréBen das gleiche tun, prin- 
zipiell umgangen worden sind. Das war notwendig, weil gerade hier der 
oben (§ 1) sausgeschlossene Fall, da&8 der imaginire Teil einer Seite 
einen unendlich groBen Wert annimmt, eintreten wiirde. 


(Eingegangen am 6. 1. 1922.) 








Zur Parametrixmethode. 


Von 
Otto Haupt in Erlangen. 


Einleitung. 
In einer fritheren Arbeit’) wurde unter anderem die partielle Diffe- 
rentialgleichung 4(u) = ot +7 = f(x,y) auf einer Riemannschen Flache 


vom Geschlechte p fiir lineare Randbedingungen integriert. Die Lésung 
yelang mit Hilfe der Hilbertschen Methode der Parametrix*). 

Dabei bedurfte es, gegeniiber der von Herrn Hilbert gegebenen Dar- 
stellung, einer kleinen Ausgestaltung der Methode. Bei Herrn Hilbert 
nimlich handelt es sich um eine ,,symmetrische“ Randbedingung; genauer 
gesagt um eine solche lineare Bedingung (Substitution), die mit ihrer 
kontragredienten identisch ist. In unserem Falle hingegen lagen ,,unsym- 
metrische“* Randbedingungen vor. 

Demgegeniiber ist der Umstand unwesentlich, da8 die von uns be- 
trachtete Differentialgleichung — namlich 4(u)=—f — zu sich selbst 
adjungiert war; unsere einschlagigen Entwicklungen gelten alle auch fiir den 
Fall eines allgemeinen, also zu sich selbst nicht adjungierten, elliptischen 
Differentialausdruckes L(u) (wobei natiirlich jeweils die Existenz einer 
zugehérigen Parametrix vorauszusetzen ist). Und ebensowenig werden 
wesentliche Anderungen der Betrachtung notwendig, wenn es sich um 
folgendes allgemeinere Problem handelt: Es sind n Lésungen u,, ..., u,, 
einer Differentialgleichung L(u) = f(z, y) der in Rede stehenden Art zu 
bestimmen (n > 2). welche sich am Rande, d.h. beim Uberschreiten der 





sate” 53 3 

*) Uber eine Randwertaufgabe fiir die partielle Differentialgleichung a oo — =0 
(Sitzungsber. der Heidelberger Akad.. math.-nat. Kl., Abt. A, 1920, 16. Abh.). Im 
folgenden zitiert mit H. 


*) Hilbert, Grundziige einer aligem. Theorie d. linearen Integralgleichungen 
(6. Mitt. Gétt. Nachr. 1919). 
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Querschnitte der gegebenen Fliche, in vorgegebener Weise linear unter- 
einander substituieren (und die im iibrigen relativ zur Fliche unverzweigt 
und stetig sind bis auf vorgegebene Unstetigkeiten). (Problem n-ter Ord- 
nang )*). 

Zweck der folgenden Zeilen soll es in erster Linie sein, die oben 
genannten Ausfiihrungen und damit die Parametrixmethode fiir den Fall 
unsymmetrischer Randbedingungen in einem wesentlichen Punkte zu er- 
ganzen. Gemeint ist der Satz, daB die in Betracht genommene Rand- 
wertaufgabe und die zu ihr ,,adjungserte“*) stets gleichviel Eigenfunktionen 
besitzen. Diese Tatsache wurde seinerzeit nebenher bewiesen unter Zariick- 
greifen auf die besondere Natur der Differentialgleichung 4(u)—0. In 
Wirklichkeit ist aber der Satz eine Folge viel primitiverer Eigenschaften 
des Problems. Er gilt namlich, allgemein zu reden, immer dann und 
nur dann, wenn die Parametrix ,,abgeschlossen‘‘ ist®). Im AnschluB an 
den Beweis dieser Behauptung wird gezeigt, daB und in welcher Weise 
man fiir alle hier in Frage kommenden ,,linearen“ Randbedingungen eine 
solche abgeschlossene Parametrix konstruieren kann. 


Damit ist die Giiltigkeit des zur Erérterung stehenden Theorems fiir 
eine ziemlich umfangreiche Klasse von Randwertaufgaben iiberhaupt ge- 
sichert, welche der Parametrixmethode zuginglich sind‘). Gleichzeitig 
diirfte die Begriindung des Satzes aus méglichst einfachen Voraussetzungen 
heraus im Sinne des Hilbertschen Gedankens sein. 


Weitere Ausfiihrungen und Anwendungen mégen spiterer Mitteilung 
vorbehalten bleiben. 


§ 1. 
Problem erster Ordnung. Anzahl der Eigenfunktionen. 


Der bequemeren Ubersicht halber sei es gestattet, an dieser Stelle 
in aller Kiirze die Randwertaufgabe (zunaichst nur 1. Ordnung) nochmals 
zu formulieren und ihre Behandlung mittels der Parametrixmethode aus- 


’) Noch allgemeiner kénnte man statt eines einzigen elliptischen Differential- 
ausdruckes deren n verschiedene zugrunde legen. Uber diese Verallgemeinerung vgl. 
auch Hilbert, 1. c., 5. Mitt. Gétt. Nachr. 1906, S. 474 ff. 

*) Vgl. § 1 vorliegender Arbeit. 

5) Vgl. § 2 vorliegender Arbeit. 

*) Beispiele von Randwertaufgaben, bei welchen der Satz nicht richtig ist, und 
diesbeziigliche Kriterien hat Herr F. Noether angegeben. Siehe dessen Arbeit ,,Be- 
merkungen iiber die Lésungszahl zueinander adjungierter Randwertaufgaben bei 
linearen Differentialgleichungen“ (Sitzungsber. der Heidelberger Akad., math.-nat. K1., 
Abt. A, 1920, 1. Abh.) sowie ,Uber eine Klasse singularer Integralgleichungen* (Math. 
Ann. 82 (1920), S. 42). 
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einanderzusetzen; wegen der weiteren Einzelheiten mu8 auf die friiher 
gegebene Darlegung verwiesen werden‘). 

Zugrunde gelegt werde eine Riemannsche Flache T vom Geschlechte p; 
die aus I vermittels eines, von einem gemeinsamen Punkte ausgehenden 
Systems von p Riickkehrschnittpaaren a,, b, (y = 1,..., p) zu gewinnende, 
einfach zusammenhiangende Fliche werde mit T’ bezeichnet und heiBe 
kurz das ,,Grundgebiet“ des Problems. 

Der Einfachheit wegen werde hier und im folgenden als unabhangige 
Verinderliche stets eine bestimmte Uniformisierende z—2z-+¢#y von T 
(fiir p > 2 die Grenzkreisuniformisierende) zugrunde gelegt. Line fiir alle 
in Betracht kommenden Werte x,y, d.h. also eine auf der universellen 
Uberlagerungsflaiche £ von T, eindeutige und beliebig oft stetig differen- 
zierbare Funktion von zx und y heife kurz eine auf TF ,,allenthalben end- 
liche“ (abgekiirzt ,,a. e.‘) Funktion 


Auf & sei gegeben ein elliptischer Differentialausdruck 


ou 


, au ‘ ae ou 
L(u)=a(2,¥) 3+ 20(z, 9) sry + O(% Waa ta(@ Wa, 


r(x, "iy }+- 8(@, y)u. 


Die Koeffizienten a(z,y),...,8(z,y) von L(u) sollen a.e. und 
insbesondere auf { eindeutig sein; iiberdies ist auf T immer ac — b* > 0. 

Das ,,primdre“ Randwertproblem (1. Ordnung), soweit es hier in 
Frage kommt, fordert die Bestimmung aller a.e. Lésungen u(z, y) von 
L(u)= f(x,y), welche sich nebst ihren Ableitungen beim Uberschreiten 
der Querschnitte in vorgegebener Weise linear-homogen substituieren; d. h. 
es soll sein 


ut+=A,u-, (e*)". A, (%) usw. langs des Schnittes a,, 


an) “a - (w= 1,..., 9). 
w= Bus (3) = BE) ew ww be 


u* (bzw. u-) bedeutet dabei den Funktionswert am positiven (bzw. nega- 
tiven) ,,Ufer‘‘ des betreffenden Schnittes. f(z, y) ist eine a. e. Funktion 
und geniigt ebenfalls den Randbedingungen. Das System der (komplexen) 
von Null verschiedenen Konstanten A,, B, heiB®t die ,,Charakteristik“ des 
Problems; eine, den Randbedingungen geniigende Funktion auf T werde 
als ,zur Charakteristik gehdrig bezeichnet. Ist f= 0 gesetzt, so be- 
zeichnet man die etwa vorhandenen Lésungen als ,,Kigenfunktionen“ des 





”) H., 8. 6-20. Dort findet sich auch die Behandlung fiir den Fall inhomo- 
gener Randbedingungen und vorgegebener Unstetigkeiten. Der dort betrachtete Diffe- 
rentialausdruck ist indessen zu sich selbst adjungiert. 
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primaren Problems. Das System der Konstanten .s E (w= 1,..., p) 
bildet die ,,reziproke“ oder besser gesagt ,kontragrediente“ Charakteristik. 

Durch das primaire Problem mitbestimmt ist das ihm entsprechende 
,adjungierte* Randwertproblem. Dieses entsteht aus ersterem, wenn man 
L(u) durch den zu ihm ,,adjungierten“ Differentialausdruck 








Mm) — 2? (28-9) , g2°(b(En)) , ah(e(Em)@) _ @(a(F,n)@) 
ag- d& dn on* os 
7) 
— ME) + 9(8, 0) @ 


ersetzt und die primare Charakteristik durch die kontragrediente. 


Zur Lésung der Aufgabe wird eine ,,Parametrix“ herangezogen. Man 
versteht darunter eine Funktion p(x, y; , 7) des ,,Argumentpunktes x, y“ 
und des ,,Parameterpunktes &,“, die folgende Eigenschaften aufweist: 


1. Als Funktion des Argumentes (bzw. des Parameters) gehdért 
p(x,y;&,) zur primaren (bzw. zur kontragredienten) Charakteristik; 

2. p(x, y;é,%) ist auf t eindeutig, sowie stetig, ausgenommen wenn 
Argument- und Parameterpunkt vermége einer Decktransformation aus- 
einander hervorgehen, insbesondere also zusammenfallen. Tritt letzteres 
ein, so wird die Parametrix unstetig wie 





1, (x, y &, )- ——$—ST$TST———S=_;*7 
4xVa(a,y)e(z,y)—(b(2,y)) 
>< log [¢(x, y)(z — &)" — 2b(, y)(% — &)(y—9) +.4(2, y)(y —1)°] 

in der Art, daB die Differenz p(x, y; &, 1) — t,(z, y; &, ) fir x= &, y=y 
stetig bleibt, wahrend die zweiten Ableitungen dieser Differenz in erster 
Ordnung unendlich werden diirfen. 

Die Existenz einer solchen Parametrix wird an spaterer Stelle nach- 
gewiesen werden. 

Von jetzt ab bedeutet u(x, y) (bzw. w(é, )) stets eine a.e., zur 
primaren (bzw. kontragredienten) Charakteristik gehérige Funktion. Dann 
liefert der Greensche Satz fiir T’ als Grundgebiet die Beziehungen 


(G) u(x,y) + ffl, y; &,)(L(u))e,,— A(p (a, y; €, 9) u( é, n)) dédn =0, 


() of, n+ff{(4 (w))z,y P(%, ys 9) — w(x, y) L (p(x, y; &, n)))dady=0. 


Mit der Bezeichnung (L(u));,, wird angedeutet, daB in dem mit u(z, y) 
gebildeten Ausdruck L(w) hinterher £, statt x,y geschrieben werden 
soll. Zu beachten ist, daB die Operation L (bzw. A) bei p(z, y; é, 7) 
sich immer nur auf das Argument (bzw. den Parameter) bezieht. 
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Ferner gelten die Identitaten 
(F) L{ [fp(e,ys.n)u(s,n)dé dy] =[JL (px, ysé,n)) u(E,n)dédn—u(e, y), 
(P) A({foo(x, y) p(z.ysén)dady] =[foo(z, y) A(p(, y; 6, 0))dady —o(6,1). 


Ausdriicklich sei bemerkt, daB (F) und (®) — nicht aber (G) und (I") — 
richtig bleiben, auch wenn die a. e. Funktionen u(z, y) und w(z, y) nicht 
zur primaren bzw. kontragredienten Charakteristik gehéren. 

Wird dem Problem die Differentialgleichung L(u)= f(z, y) bzw. 
.1(@*) = p(é, 4) zugrunde gelegt, so ergibt sich aus (G) und (J"), dab 
jede Lésung des primaren bzw. des adjungierten Problems der Integral- 
gleichung geniigt 


(I) Jf -A(pix, ys $m) u($,n)dsdy—u(x,y)— Lf p(x, ys 80) (5,0) de dn, 

bzw. 

II) Sfao* (x,y) L (pla, y; 5,0) dady — m* (&, n) = Sf p(x, y) p(x. y; §, n)dady. 
zr 2" 


Umgekehrt zeigt man‘), daB die Lésungen von (I) bzw. (II) zur primaren 
bzw. kontragredienten Charakteristik gehéren und a. e. sind, sobald das 
gleiche fiir die Funktionen f(z, y) bzw. p(é, 7) feststeht. 

Es ist somit noch zu untersuchen, unter welchen Bedingungen Lésungen 
von (I) bzw. (II) gleichzeitig den vorgeschriebenen Differentialgleichungen 
geniigen. Dazu ist es erforderlich, die Anzahl der Lésungen zu diskutieren, 
welche die homogenen Integralgleichungen (I) und (11) sowie die zugehérigen 
homogenen Integralgleichungen (Ia) und (IIa) mit den transponierten 
Kernen besitzen; es ist iibrigens 


(la) Sf o(z, y)A( pz, y; §, y))dady — m(é,n) =0, 
(IIa) SJ[L(ptz. y, £,4))u*(&, y)dédy — u* (x,y) =0. 


Der Vergleich zwischen den homogenen Integralgleichungen (1) [ bzw. (II), 
(1a), (I1a)} einerseits und den fiir die Lésungen dieser Integralgleichungen 
geltenden Beziehungen (G) [bzw. (I), (®%), (F)] andererseits zeigt, daB 
die genannten Lésungen je in zwei Gruppen zerfallen; und zwar in folgen- 
der Weise: 

I. Die homogene Integralgleichung (1) besitzt im ganzen m -} n linear 
unabhangige (abgekiirzt ,,l. u.“‘) Lésungen, namlich u; (A=1,...,) und 
U, (o=1,..., m); fiir erstere hat man 


*) H., 8.14. Von identisch verschwindenden Funktionen als Lésungen irgend- 
welcher Integralgleichungen wird im Texte oben stets abgesehen. 
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L(u;) = u; +20, SS pla, ys &, nud (&, n)d&dy=0 (i=1,..., n), 
2" 


fiir die letzteren hingegen 
L(U,)=0 (o =1,..., m). 
Ia. Es besitzt (Ia) die M4+-N=m--n 1. u. Lésungen m, (i=1,...,N) 
und 2; (j7—1,...,M). Fiir die ersteren hat man 
Lfor(x, y) p(x, 958, y)dzady =0 (¢=1,...,N), 
fiir die letzteren aber 
SJ 25(, y) p(x, 9; &,n)dady =Q7 0, A(Q7)=0 (j=1,...,M). 


II. Die homogene Integralgleichung (II) besitzt im ganzen p» + » 1. u. 
Lésungen, namlich wo; (t—1,...,»”) und oF (k=1,...,m); fiir diese 
gilt bzw. 

A(oj) = oy = 0, SS an(x, y)p(z,y;&,y)dady=0 (l=1,...,¥), 
2” 
A(Q3)=0 (k=1,...,p). 

Ila. Es besitzt (Ila) die M+ N = +-» |. u. Lésungen u, (o=1,..., N) 
und U," (r= 1,..., M); fiir diese gilt bzw. 

Lf p(x, yi 8, n)ue (E, n)dédy =0 (o=1,...,N), 
SS p(x, 93 &,n)Ue (8, n)dédq =U, 0, LU)SO (r=1,..., M). 
z 


Zum Vorstehenden ist noch folgendes zu bemerken: U,,..., U, 


(bzw. 2%, ..., Q*) bilden ein vollstandiges System |. u. Eigenfunktionen des 
primaren (bzw. adjungierten) Problems; jede andere Eigenfunktion ist ein 


lineares Aggregat aus ihnen. In der Tat ist jede Eigenfunktion auch 
Lésung der homogenen Integralgleichung (I) (bzw. (II)). Mithin gilt 
(la) Msuz, 

(2a) M<m. 


Unter diesen m bzw. u Eigenfunktionen gestatien genau M (bzw. M) lL. u. 
die Integraldarstellung 
U, =SJpiz, y; &,9)U," (&, n)dédy 
bzw. 
OF = ff 2;(x,y) p(x, yi, n)dady, 
wobei die U,* und £2; a. e. sein sollen. Fiir die dibrigen e4 —m— M 


(bzw. e, = « — M) Eigenfunktionen und ihre linearen Aggregate existieren 
derartige Integraldarstellungen nicht. — Die Behauptung folgt daraus, 
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daB jede, die genannte Integraldarstellung gestattende Eigenfunktion ver- 

mége (F) bzw. (®) zu einer Lésung von (Ila) bzw. (Ia) fiihrt. 
Entsprechend bilden die u*,...,u§ (bzw. w,,...,@,) ein vollstandiges 

System linear wnabhangiger, a. e. Lésungen der Integralgleichungen 


SS p(x, ys &,n)u*(E, )dédn =0 
bzw. = 


[Jo(z, ¥) p(x, ys & n)dedy = 0. 


Diese Behauptung ist zunachst leicht zu beweisen, soweit es sich um a. e., 
zur betreffenden Charakteristik gehérige Lésungen handelt. Zufolge (F) 
bzw. (®) muB aber jede a. e. Lésung der fraglichen Integralgleichungen 
zur primaren bzw. kontragredienten Charakteristik gehéren. 


Die Zahlen N und N sind somit der jeweils betrachteten Parametrix 
als solcher eigentiimlich und sollen als ,,primdrer (bzw. adjungierter) Index 
von p(x, y; §,7)* bezeichnet werden. 


Infolge der eben genannten Eigenschaft der u; bzw. w, hat man 
(1b) n<WN, 
(2b) ¥cN. 


SchlieBlich erkennt man: Unter den u, bzw. a, gibt es genau n 
bzw. » Ll. u., fiir welche das mit 


L(u)=us baw. A(w) =o, 


gebildete primdre (bzw. adjungierte) Problem eine Loésung besitzt. 
Unter Benutzung der Bezeichnungen 


u—-M=e, N-—-n=e,, m—-M=ey, N-v=z, 


und der Relationen 


(1) ut+rvy=M+N, 
(2) m+n=—-M-+N 
ergibt sich 

(3) fu — &) = &q — &y = Oo. 


Man beweist schlieBlich*), da8 5,—0 sein mu8 und folgert daraus die 
Tatsache, da8 z. B. die primaire Aufgabe dann und nur dann eine Lésung 
besitzt, wenn 


Lf f(z, y) QF (x, y)dxdy = 0 (k=1,..., 4). 


*) H., 8.19 
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Die Gleichung 6, = 0 zieht 


(4) N—v»y=m— M 
nach sich. Addiert man (4) und (1), so folgt 
(5) N—N=p-—~m. 


Die Beziehung (5) besagt: Die Differenz zwischen primarem und ad- 
jungiertem Index ist eine charakteristische Konstante des Problems, d.h. 
sie hat den namlichen Wert fiir alle Parametrizen bei festem Grundgebiet, 
gleichem Differentialausdruck und gleichen Randbedingungen. Die genannte 
Differenz ist gleich der Gesamtzahl der |. u. Kigenfunktionen des adjun- 
gierten Problems vermindert wm die Gesamizahl der 1. u. Higenfunktionen 
des primdren Problems. Insbesondere besitzen also primdares und ad- 
jungiertes Problem gleichviel Eigenfunktionen dann und nur dann, wenn 
die Indizes einer (und folglich tiberhawpt jeder) Parametriz des Problems 
einander gleich sind — vorausgesetzt, daB iiberhaupt eine Parametrix des 
Problems existiert. 

Im § 8 vorliegender Arbeit wird eine Parametrix des in Rede stehen- 
den Problems mit gleichen Indizes angegeben werden. 


§ 2. 
Abgeschlossene Parametrix. 


Im folgenden werde immer die Existenz (mindestens) einer Parametrix 
des Problems als erwiesen angenommen. 

Dem SchluBergebnis des vorangehenden Paragraphen zufolge ist die 
Differenz der Indizes einer Parametrix eine Invariante des Problems. Es 
fragt sich, ob die Indizes noch weiteren Einschrinkungen unterworfen sind. 
Man findet: Fir ein und das ndmliche Problem existieren Parametrizen, 
deren einer Index eine beliebig vorgegebene natiirliche Zahl oder auch 
Null ist. 

Zunachst soll gezeigt werden, daB sich aus einer gegebenen Parametrix 
immer eine zweite ableiten laBt, deren einer Index Null ist. Setzt man 
diese Tatsache als bereits bewiesen voraus, so laBt sich das SchluSergebnis 
von §1 auch so formulieren: Die notwendige wnd hinreichende Bedingung 
dafiir, daB primares und adjungiertes Problem gleichviel Eigenfunktionen 
besitzen, besteht in der Existenz einer abgeschlossenen Parametriz. Hine 
Parametrix heift dabei ,,abgeschlossen“*, wenn thre Indizes beide Null sind. 

Zum Beweise nehme man an, es sei etwa N>WN > 0 fiir die vor- 
gelegte Parametrix p(x, y;&,7). Man bildet dann unter Benutzung von 
p(x, y;&,) eine andere Parametrix p,(z, y;, 7) des Problems, deren 
primarer Index N, um eine Einheit niedriger ist als N; also N, = N —1. 
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Die Wiederholung dieses Verfahrens fiihrt nach N Schritten zu einer Para- 
metrix mit dem primaren Index Null, also zum gewiinschten Ziel. 


Um p,(z, y;é, 7) zu gewinnen, macht man den Ansatz 


p, (x, ys &.9) = p(x, y; &, 9) — U(x, y) Q(§, 0). 


U(x,y) bzw. 22(§,y) sind a. e., nicht identisch verschwindende Funk- 
tionen, die zur primaren bzw. kontragredienten Charakteristik gehéren; 

solche Funktionen lassen sich immer angeben. p,(z, y; &,) ist dann 

gewiB wiederum eine Parametrix des Problems. Zwecks Bestimmung von i 
N, sind die simtlichen a. e. Lésungen u(x, y) der Integralgleichung | 
(IIT) Sf px(a, 95 80) u(S, 0) dédy = 0 


zu ermitteln. Fiir eine solche Lésung gilt dann 
SJ p(x, ys &,0)u(s,)dédyn = yU (zx, y). 


wobei die Konstante » gegeben wird durch 
y =ffacé, n)u(s,)dédy. 
a" 


Demgema8 hat man zwei Fille zu unterscheiden. 
a) Entweder gilt 


y=0, SS pie, y; &,)u(s, y)dédn=0. 
a" 
Dann muB, wie in § 1 bewiesen, 


" 
u(x, y)— S'e,us (x, y) (N >1), 


a=! 


N 
Xe. ff 205, n)us (,n)dédy =0 
a=1 Tt 


sein. Man bestimme nun die Funktion {£2(¢, 7) im Rahmen der ihr bereits 

auferlegten Bedingungen so, da® etwa {f 0(, 9) uy (é. ») dé dn + 0. 
x 

Dies ist stets méglich. Es gibt dann genau N —1 |. u., a. e. (zur pri- 


maren Charakteristik gehérige) Lésungen der Integralgleichung (111) unter 
der Nebenbedingung y = 0. 


b) Oder man hat: y +0 und 
(IV) Sf p(z, y; §,9)u(é, y)didy = yU(x, yi) 0. 


Ist jetzt tiberdies ey >1, so gibt es zufolge § 1 unter den Eigen- 
funktionen U, (o = 1,...,m) des primaren Problems mindestens eine, z. B. 
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Uysi, die sich nicht mit Hilfe einer a. e. Funktion u(z, y) in der Ge- 
stalt darstellen laBt 


Lf p(x, 95 &, n)u(§, )dédy — Uns (2, y)- 


Setzt man also U(z, y) = Uyii(z, y), 30 hat (IV) fiir y +0 gewiB 
keine a. e. Lésung. In diesem Falle hat (III) nur die N —1 unter a) 
gefundenen Liésungen; also ist N, = N —1. 

War hingegen ¢,, = 0, so mu8 wenigsten y > 1 sein; denn es war ja 
N>N-&}1 vorausgesetzt. Angenommen, es sei u(z, y) eine a. e. Lésung 
von (IV). Die Identitét (F) des § 1 liefert fiir u(z,y) die lineare 
Integralgleichung 


(Ila*) yL(U)= Lf L(p(z, y; &,))u(é, n)didn —u(z,y). 


Die zu (Ila*) gehérige homogene Integralgleichung mit dem trans- 
ponierten Kern ist identisch mit der homogenen Integralgleichung (II) 
des §1. Somit ist (I[a*) lésbar dann und nur dann, wenn 


Sf L(O) wf (x, y)dzdy =0 (E=n1,...,%), 
z 
Sf L(0) QF (ax, y)dxdy =0 (k=1,...,p). 
z’ 


Die letzten « Bedingungen sind wegen A(Q;') = 0 identisch erfiillt; 
das folgt aus dem Greenschen Satze, unter Riicksicht darauf, daB U zur 
primaren Charakteristik gehért und Q; zur kontragredienten. Die » 
ersten Lésbarkeitsbedingungen sind aus den namlichen Griinden wegen 
A (@,") = w, gleichlautend mit 


ff U(x, y)o,(x, y)dzdy =0 (g=1,...,9). 
a? 


U(x, y) laBt sich aber im Rahmen der ihm bereits auferlegten Bedin- 
gungen stets so wahlen, daB z. B. 


Sf U(x, y)@, (x, y)dady +9. 
3 


Dann ist also wieder VN, = N-—1. Man bemerke iibrigens, da8 (IIa*) 
im Falle » = 0 unbeschrankt lésbar ist. 

Ganz entsprechend 1a8t sich schlieBlich aus einer Parametrix mit 
N = 0 eine andere gewinnen, deren primirer Index beliebig vorgeschrieben 
ist. Damit ist die eingangs aufgestellte Behauptung in ihrem ganzen Um- 
fange bewiesen. 

An die vorstehenden Uberlegungen mégen noch folgende Bemerkun- 
gen angeschlossen werden; dabei wird vorausgesetzt, das zur Erérterung 
stehende Problem lasse eine abgeschlossene Parametrix p,(z, y; §, 7) zu. 
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Um die Randwertaufgabe fiir L(U) = f(x, y) zu lésen, also U zu 
bestimmen, suche man U in die Gestalt zu setzen 


U (x, y= SJ po (2, 9: &,)u(é, n)dédy. 


Die Identitat (F) liefert aber fiir u(2, y) die lineare Integralgleichung 
(Ila) Tu(z,y)=f(2,y), 


wobei unter 7’ die lineare Funktionaloperation 
Tu(x,y)= SS Lepelz, y; &,n))u(é, n)dédn — u(az, y) 
2 


verstanden werde. Da fiir eine abgeschlossene Parametrix immer 
m= n= M—DM; n=yvy=-N=N=0, 


so ist einer oben gemachten Festellung zufolge (Ila) dann und nur dann 
lésbar, wenn 


(B) Sf f(x, y) QF (x, y)dxdy =0, (B= 1,...,9 =p). 
z 


Die Qf sind wieder die Eigenfunktionen des adjungierten Problems. Ist 
(B) erfillt, so hat man 


: m 
U (x,y) = Sf p(x, ys §, 0) T(E, n) dédn + Se,U,(z, y). 
2’ k=1 


T bedeutet die zu 7’ inverse Operation; U,, ...,U,, sind die Eigenfunktionen 
des primaren Problems, U(z, y) selbst ist die gesuchte Lésung. In etwas 
anderer Schreibweise: 


(C) U(2,y) = Jf Go(z, yi &, n)f(&,9)d&dn + D'c,U, (x, y), 
: k=1 


wo die Parameterfunktion G, in einfacher Weise durch p, und den Diffe- 
rentialausdruck erklart ist. (C) gibt unmittelbar die Aufldsung der 
Differentialgleichung unter den geforderten Randbedingungen, wobei aber 
stets (B) erfiillt sein mu8. G, ersetzt daher fiir den vorliegenden Zweck 
vollkommen eine ,,Greensche Funktion“ des Problems. 

Den letzten Entwickelungen kann noch entnommen werden: Sei 
V (x,y) irgendeine a. e., zur primaren Charakteristik gehérige Funktion. 
Dann gestattet V stets und nur auf eine Weise die Integraldarstellung 


V(z.y)=JSS poz, y; §,)v(&,)dédn, 


wo v(&, 1) ae. ist, 


Parametrixmethode. 147 


§ 3. 
Existenz einer abgeschlossenen Parametrix. 


Die bereits am Schlusse von § 1 angekiindigte Konstruktion einer 
Parametrix mit gleichen Indizes — oder, was nach § 2 auf das gleiche 
hinauslauft, einer abgeschlossenen Parametrix des Problems 1. Ordnung — 
soll im folgenden noch besprochen werden. 


Die Angabe einer derartigen Parametrix gelingt zuniachst fiir die- 
jenige Charakteristik, welche mit ihrer kontragredienten identisch ist 
(,,ausgezeichnete* Charakteristik), deren Faktoren A,, B, also saimtlich 
Eins sind. Man konstruiere namlich zunachst irgendeine zum gegebenen 
Differentialausdruck Z und zur ausgezeichneten Charakteristik gehérige 
Parametrix I(2,y;&,). Fir den Fall, daB L(w)=4(u), ist eine 
Konstruktionsvorschrift bereits friiher angegeben worden”). Diese gilt 
auch fiir beliebiges LZ lediglich mit der Modifikation, daB bei der Kon- 


struktion nicht mehr die zu 4(u) gehdrige Singularitat log ~ Verwendung 
findet, sondern die zu LZ gehdrige, wie sie in § 1 angegeben wurde*'), 
Da die genannte Singularitét ebensowoh! zum primiren Differentialausdruck 
Liu) als zum adjungierten A(q@) gehért und da es sich um die aus- 
gezeichnete Charakteristik handelt, so liefert also auch 


‘ e 1 . » 
p(x, ys Es n)=5(l(z, ys Fn) + (8, y3 2, y)), 


~ 


eine Parametrix des Problems, die iiberdies hinsichtlich Parameter und 
Argument symmetrisch ist. Daher besitzt sie gleiche Indizes und liefert 
weiterhin (gemaB § 2) eine abgeschlossene, zur ausgezeichneten Charakte- 
ristik gehérige Parametrix a(x, y;&,7). Mit letzterer soll fortab ope- 
riert werden. 

Mit Hilfe von 2 gelangt man unmittelbar zu einer abgeschlossenen 
Parametrix p, fiir irgendeine vorgegebene Charakteristik (1. Ordnung). 
Bezeichnet naimlich g(z, y) eine, zu der gegebenen Charakteristik gehérige, 
a.e., nirgends auf I verschwindende Funktion"), so ist 

Po(%, 95S. n)= g(t, y)alzysé, Wen 
9(5,4) 
die gesuchte abgeschlossene Parametrix fiir die neue Charakteristik. 


10) H., S. 38. 
) Zu beachten ist dabei, daB diese Singularitat gegeniiber konformer Abbildung 
a 1) 
nicht mehr invariant bleibt \wie log =] 
”) Derartige Funktionen gibt es immer. Vgl. H., 8. 33. 
10* 
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§ 4. 
Problem n-ter Ordnung. 
Die Uberlegungen, welche im Vorangehenden der Einfachheit wegen 
am Beispiele des Problems 1. Ordnung entwickelt wurden, iibertragen sich 


auf das Problem n-ter Ordnung. Unter letzterem ist folgendes zu ver- 
stehen: 


Gegeben sei, wie friiher, T bzw. T’ und es werde dem Schnitte a, 
bzw. b, (vy = 1,..., p) eine vorgegebene, aus Konstanten gebildete, quadra- 
tische Matrix n-ter Ordnung A, bzw. B, vom Range n zugeordnet. Es 
sei E das Zeichen fiir die Einheitsmatrix; A, = A.~' und B, — B’~' 
bedeuten die zu A, und B, kontragredienten Matrizen'*). Es gelte die 
Riemannsche Relation 


P -1 1 
][ B.A,’ B, A, = E. 


Die Gesamtheit der 2p Matrizen A,, B, bzw. A,, B, heiBe wieder die 
primaire bzw. kontragrediente Charakteristik. Die primare (bzvv. adjungierte) 
Randwertaufgabe fordert die Bestimmung aller Systeme von n — zu- 
nachst a. e. — Funktionen wu, (z, y),..., u,, (2, y) (baw. w,(&,n), ...,,(&,m)), 
welche den Differentialgleichungen L(u,) =f, bzw. A(@,)=-p, geniigen 
und, ebenso wie ihre Ableitungen, beim Uberschreiten der Querschnitte 
die zugeordneten Substitutionen der primaren (bzw. kontragredienten) Cha- 
rakteristik erleiden (kurz gesagt: zur primiren bzw. kontragredienten 
Charakteristik gehéren). 


Die Greensche Formel lautet hier 


n . 
SIS loL u,) — u, A(w,)|dady 
y=i 2° 


. n n 
J (CS B(u,, o,)) dx —(SO(u,, w,))dy}. 
R y=1 v=1 
Die Funktionen w,, w, sind dabei als a. e. vorausgesetzt. Das Linien- 
integral rechterhand ist iiber den Rand ® von T’ zu erstrecken. Ferner 
hat man 


n n a n 
Gu ew,\) jf =—Oe dw 
Vion y’ , ¥ | ¥ v\| 
5( U,, @,) 7, \@M, - Go) I b| > \w -— 2 aT 
a? pe ee Ox are) | * oy ” dy /) 
’ 1 oz} v=1 
bed . 
/ éa ) | vy ‘ 
+ \g— _—> @ ? 
1 — oz dy — a 
, 


3) Die Bezeichnungen nach Loewy, Determinanten, in Pascal-Timerding, Reper- 
torium. 
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n 
Und S'O(u,,«,) bedeutet eine entsprechend gebaute Bilinearform in den 


v=1 
Ou, du, éw, dw, Big Sys ‘ 
Uy, , = bzw. w,, —,—. Gehért das System der u,,...,u. bzw. 
Oz’ oy dz’ doy , 4 ° 
@,,+-+,@, zur primaéren bzw. kontragredienten Charakteristik, so ver- 


schwindet wiederum das Linienintegral, und zwar im wesentlichen deshalb, 
weil die genannten Bilinearformen bei den durch die Randbedingungen 


’ . ‘ F Ou, du, 
geforderten simultanen Substitutionen der w,, : bzw. «™,, ~ 
ox’ oy c dy 


Cw Ow 
¥ ¥ 


in sich iibergefiihrt werden. 

Beim Problem n-ter Ordnung wird die Parametrix gebildet durch 
eine Matrix n-ter Ordnung von gewissen Parameterfunktionen. Um eine 
solche zu erhalten, gehe man aus von einer quadratischen Matrix n-ter 
Ordnung U (x, y) =||ug,(z, y)||, deren Elemente a. e. Funktionen des 
Argumentes x, y sind. Die Determinante | U(x, y)| =| u,z,| soll nirgends 
verschwinden; auBerdem soll jedes der Systeme von je n Funktionen. 
welches durch eine Zeile der Matrix gebildet wird, zur primaren Charakte- 
ristik gehéren. Die Konstruktion einer derartigen Matrix U (x, y) gelingt 
im wesentlichen mit Hilfe friiher entwickelter Uberlegungen. Versteht 


man jetzt unter Q(z, y) = U'~* = || a ,,|| die zu U(x, y) kontragrediente 
Matrix, so gehért das System w,, (2, y),...,@,,,(%,y) von n a. e. Funktionen 
zur kontragredienten Charakteristik; und das gilt fiir alle k=-1,...,m. Die 


in Aussicht gestellte Parametrix ist nun 

P(x, y; &, 9) = Q'(&,)|| a(x, y; &, 7) 4,.|| U (x, y) =|] pen (az, ys €, 9) II, 
wobei 6,,=0(u+y”), d.,=—1(u, »=1,..., m), wobei ferner a(z, y; &, 7) 
die in § 3 konstruierte abgeschlossene Parametrix bedeutet, die zum 


Differentialausdruck LZ und zur ausgezeichneten Charakteristik gehért. 
Man hat iibrigens 


Pex(X, y; §&, 7) [Maral é, N)Uyn(x,y)| a(x, y;F,n) (h,x=1,..., 0). 
o=1 

Die Glieder jeder Zeile von P(x, y; &, 4) bilden je ein System von n zur 
primaren Charakteristik gehérigen Funktionen des Argumentes z, y bei 
stehendem Werte des Parameters £, 7; wihrenddessen die n Glieder jeder 
Kolonne, als Funktionen des Parameters betrachtet, also bei stehendem 
Argumente, zur kontragredienten Charakteristik gehéren. Fiir x=, y= 
reduziert sich P(x, y; &,) auf |a(2, y; &, 9) 4,, 

In Verbindung je mit einem System von m zur primaren [bzw. zur 
kontragredienten] Charakteristik gehérigen Funktionen u, (k= 1, ..., 2) 
[bzw. m, (x =1,...,m)] liefert die Parametrix vermége des Greenschen 
Satzes: 








150 O. Haupt. Parametrixmethode. 


SSS (pen, 5 Bs 9)( Ltn — A (Pee (2, 95 8 0) wel Em) aE dy 
bas 1 ad 


— u,(z, y) = 0 (% =1,....m). 


LIS (AM) ey Peele ys 8s 9) — n(x, y) L( penta, ys §,9)))dady 
x=-1 T’ 

— a, (&, 7) =0 (E==1,..., 2). 
AuBerdem gelten, unabhingig von den Randbedingungen, die Identitaten 


L\ SSS pen (a, y; 5, y) up (&, ny) dEdy) 
k=i 2’ 
S . , \ 
SIfLi Pex (a, ys &, )) ug (S, yn) didn —u,(z,y) (x= 1,..., 2) 
k= 


und entsprechend fiir .1. 

In iiblicher Weise zusammengefaBt, fiihren diese Formeln zu Integral- 
gleichungen des Problems, welche den friiher im Falle 1. Ordnung be- 
trachteten genau entsprechen und die gleiche Behandlung gestatten. 

Die Rolle der Eigenfunktionen spielen hier die Systeme von a. e., zur 
Charakteristik gehérigen Lésungen der homogenen Differentialgleichung. Die 
Anzahl derartiger, |. u. ,,Zigensysteme“ ist fiir primires und adjungiertes 
Problem wiederum die gleiche dann und nur dann, wenn das Problem eine 
., abgeschlossene*‘ Parametrix besitzt. Die oben angegebene Parametrix 
P(x, y;&,) — um gleich an diese anzukniipfen — heiBt abgeschlossen, 
wenn kein, weder zur primiren noch zur kontragredienten Charakteristik 
gehériges System u,,..., u, bzw. o,,...,@, existiert, fiir welches 


n ep 
MSJ Pex (2, wy; é, y) Up (&, n)dédy =0 (x = rer" 
hel TI’ 


bzw. 


x 


NSS ow, (x, y)Pe.(a,y3§,y)dady=O0 (k=1,...,m). 
=i z’ 


P(x,y;&, 4) ist nun in der Tat abgeschlossen. Setzt man namlich in 
die eben angeschriebenen Bedingungen fiir die Abgeschlossenheit die Aus- 
driicke fiir p,, ein, so folgt in Riicksicht auf | U| +0, |{2|+ 0 und auf die 
Abgeschlossenheit von 2, da8 u,=0 und wm, =0 sein muB (k, x = 1,...,n). 

Fiir die Probleme n-ter Ordnung gilt somit der Satz von der Gleich- 
zahl der Eigensysteme. 


Math. Seminar der Universitat Erlangen, 25. Februar 1922. 


( Eingegangen am 3. 6. 1922.) 


Die logischen Grundlagen der Mathematik’). 
Von 
David Hilbert in Géttingen. 


Meine Untersuchungen zur Neubegriindung der Mathematik*) bezwecken 
nichts Geringeres, als die allgemeinen Zweifel an der Sicherheit des mathe- 
matischen SchlieBens definitiv aus der Welt zu schaffen. Wie néotig 
eine solche Untersuchung ist, gewahren wir, wenn wir bedenken. wie 
wechselnd und unprizise die diesbeziiglichen Anschauungen oft selbst der 
hervorragendsten Mathematiker waren, oder wenn wir uns erinnern, dab 
von einigen der namhaftesten Mathematiker der neuesten Zeit die bisher 
fiir die sichersten gehaltenen Schliisse in der Mathematik verworfen werden. 

Zur vollstindigen Lésung der in Rede stehenden prinzipiellen Schwierig- 
keiten ist, wie ich glaube, eine Theorie des mathematischen Beweises selbst 
nétig. Diese Beweistheorie habe ich nunmehr unter der wirksamsten Hilfe 
und Mitarbeit von Paul Bernays soweit fortgefiihrt, daB in der Tat durch 
sie die einwandfreie Begriindung der Analysis und Mengenlehre gelingt; 
j@ ich glaube nunmehr so weit zu sein, daB man auch an die groBen 
klassischen Probleme der Mengenlehre von der Art des Kontinuumsproblems 
und an die nicht minder wichtigen noch offenen Probleme der mathe- 
matischen Logik erfolgreich wird herantreten kénnen. 

Diese ganze Theorie mit ihren langen und schwierigen Entwickelungen 
hier darzulegen, ist unméglich. Es haben sich aber im Laufe der Unter- 
suchung eine Reihe von neuen Einsichten und Zusammenhangen heraus- 
gestellt, die auch einzeln fiir sich und von den iibrigen losgelést Interesse 
verdienen. Ich méchte eine solche, wie ich glaube, neue Einsicht hier zur 
Sprache bringen, die auBerdem gerade von der Art ist, daB sie den Kern 
meiner Beweistheorie sehr tief beriihrt. 


*) Vortrag, gehalten in der Deutschen Naturforscher-Gesellschaft. September 1922. 
*) Vgl. meine in Kopenhagen und Hamburg gehaltenen Vortrige, Abhandlungen 
aus dem mathematischen Seminar der Hamburgischen Universitit 1922. 
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Erinnern wir uns an das Auswahlaxiom, welches Zermelo zuerst fiir 
die Mengenlehre aufgestellt nnd formuliert und auf welches er seinen 
genialen Beweis fiir die Wohlordnung des Kontinuums gegriindet hat. Die 
Einwendungen, die gegen diesen Beweis und die damit verkniipften Fort- 
schritte der Mengenlehre gemacht worden sind, richteten sich wesentlich 
gegen das Auswahlprinzip; und auch heute wird wohl meist die Auf- 
fassung vertreten, daB die Zulassigkeit des Auswahlprinzips zweifelhaft 
sei, wahrend die sonstigen SchluBweisen, wie sie in der Mengenlehre 
im allgemeinen und in dem Zermeloschen Beweise im besonderen zur 
Anwendung kommen, der Beanstandung nicht in gleicher Weise ausgesetzt 
sind. Diese Auffassung halte ich fiir irrig; vielmehr stellt sich in der 
logischen Analyse, wie sie sich in meiner Beweistheorie vollzieht, heraus, 
daB der wesentliche dem Auswahlprinzip zugrunde liegende Gedanke ein 
allgemein logisches Prinzip ist, das schon fiir die ersten Anfangsgriinde 
des mathematischen SchlieBens notwendig und unentbehrlich ist. Wenn 
wir diese Anfangsgriinde sichern, gewinnen wir zugleich den Boden fiir 
das Auswahlprinzip: beides geschieht durch meine Beweistheorie. 

Der Grundgedanke meiner Beweistheorie ist folgender: 


Alles, was im bisherigen Sinne die Mathematik ausmacht, wird streng 
formalisiert, so daB die eigentliche Mathematik oder die Mathematik in 
engerem Sinne zu einem Bestande an Formeln wird. Diese unterscheiden 
sich von den gewébnlichen Formeln der Mathematik nur dadurch, daB 
auBer den gewohnlichen Zeichen noch die logischen Zeichen, insbesondere 
die fiir ,,folgt‘‘ (—-) und fiir ,,nicht“ (~)*) darin vorkommen. Gewisse 
Formeln, die als Bausteine des formalen Gebaudes der Mathematik dienen, 
werden Axiome genannt. Ein Beweis ist eine Figur, die uns als solche 
anschaulich vorliegen muB; er besteht aus Schliissen vermége des SchluB- 
schemas 

S—T 


b | 


My @ 


wo jedesmal die Pramissen, d. h. die betreffenden Formeln 6 und G6 + T 
jede entweder ein Axiom ist bzw. direkt durch Einsetzung aus einem Axiom 
entsteht oder mit der Endformel & eines Schlusses iibereiustimmt, der 
vorher im Beweise vorkommt bzw. durch Einsetzung aus einer solchen 
Endiormel entsteht. Eine Formel soll beweisbar heiBen, wenn sie entweder 


*) In meiner vorhin zitierten Abhandlung hatte ich dieses Zeichen noch ver- 
mieden; es hat sich herauegestellt, daB bei der gegenwirtigen, ein wenig verinderten 


Darstellung meiner Theorie der Gebrauch des Zeichens fiir ,nicht“ ohne Gefahr ge- 
schehen kann. 
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ein Axiom ist bzw. durch Einsetzen aus einem Axiom entsteht oder die 
Endformel eines Beweises ist. 


Zu der eigentlichen so formalisierten Mathematik kommt eine gewisser- 
maBen neue Mathematik, eine Metamathematik, die zur Sicherung jener 
notwendig ist, in der — im Gegensatz zu den rein formalen SchluBweisen 
der eigentlichen Mathematik — das inhaltliche SchlieBen zur Anwendung 
kommt, aber lediglich zum Nachweis der Widerspruchsfreiheit der Axiome. 
In dieser Metamathematik wird mit den Beweisen der eigentlichen Mathe- 
matik operiert und diese letzteren bilden selbst den Gegenstand der inhalt- 
lichen Untersuchung. Auf diese Weise vollzieht sich die Entwickelung der 
mathematischen Gesamtwissenschaft in bestandigem Wechsel auf zweierlei 
Art: durch Gewinnung neuer beweisbarer Formeln aus den Axiomen mittels 
formalen SchlieBens und andererseits durch Hinzufiigung neuer Axiome 
nebst dem Nachweis der Widerspruchsfreiheit mittels inhaltlichen SchlieBens. 

Die Axiome und beweisbaren Satze, d. h. die Formeln, die in diesem 
Wechselspiel entstehen, sind die Abbilder der Gedanken, die das iibliche 
Verfahren der bisherigen Mathematik ausmachen, aber sie sind nicht selbst 
die Wahrheiten im absoluten Sinne. Als die absoluten Wahrheiten sind 
vielmehr die Einsichten anzusehen, die durch meine Beweistheorie hinsichtlich 
der Beweisbarkeit und der Widerspruchsfreiheit jener Formelsysteme ge- 
liefert werden. 


Durch dieses Programm ist die Wahl der Axiome fiir unsere Beweis- 
theorie schon vorgezeichnet. Wir beginnen die Reihe der Axiome folgender- 
maBen: 


I. Axiome der Folge. 


1 ° A > | B > A ) 
(Zufiigen einer Voraussetzung). 
2. {A—+(4—+B)}—+(A—B) 


( Weglassen einer Voraussetzung ). 


3. {A—-(B--C)}-—-{B-—-(A—C)} 


(Vertauschen der Voraussetzungen ). 


4. (B-—-C)—+{(A-— B)—(A—C)} 


(Elimination einer Aussage ). 


Il. Axiome der Negation. 


5. A-+(A-+B) 
(Satz vom Widerspruch ). 
6. (A— B)—{(A--+B)— B} 


(Prinzip des tertium non datur). 
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Ill. Azxiome der Gleichheit. 


i. a=a. 

8. a=b-—-(A(a)—-A(b)). 
IV. Axiome der Zahl. 

9. a+1+0. 

10. d(a+1)—a. 


Zu 9. sei bemerkt, daB die formale Negation von a=6b d.h. a=b 
auch a +b geschrieben wird und mithin a+1-+-0 die formale Negation 
von a+1=0 ist. 

Auf Grund dieser Axiome 1. bis 10. erhalten wir leicht die ganzen 
positiven Zahlen und die fiir diese geltenden Zahlengleichungen. Auch 
laBt sich aus diesen Anfangen mittels ,,finiter Logik durch rein anschauliche 
Uberiegungen, wozu die Rekursion und die anschauliche Induktion fiir vor- 
liegende endliche Gesamtheiten gehért, die elementare Zahlentheorie‘) ge- 
winnen, ohne da8 dabei eine bedenkliche oder problematische SchluBweise 
zur Anwendung gelangt. 


Die beweisbaren Formeln, die auf diesem Standpunkt gewonnen 
werden, haben samtlich den Charakter des Finiten, d. h. die Gedanken, 
deren Abbilder sie sind, kénnen auch ohne irgendwelche Axiome inhaltlich 
und unmittelbar mittels Betrachtung endlicher Gesamtheiten erhalten 
werden. 


In unserer Beweistheorie wollen wir indes iiber diesen Bereich 
der finiten Logik hinausgehen und solche beweisbaren Formeln gewinnen, 
die die Abbilder transfiniter Satze der gewéhnlichen Mathematik sind. 
Und die eigentliche Kraft und Bewahrung unserer Beweistheorie werden 
wit gerade darin erblicken, wenn uns nach Hinzunahme gewisser weiterer 
transfiniter Axiome der Nachweis der Widerspruchsfreiheit gelingt. Wo 
geschieht nun zum erstenmal das Hinausgehen iiber das konkret Anschauliche 
und Finite? Offenbar schon bei Anwendung der Begriffe ,,alle‘‘ und ,,es gibt.“ 
Mit diesen Begriffen hat es folgende Bewandtnis. Die Behauptung, daG 
alle Gegenstinde einer endlichen vorliegenden iiberblickbaren Gesamtheit 
eine gewisse Kigenschaft besitzen, ist logisch gleichwertig mit einer Zu- 
sammenfassung mehrerer Einzelaussagen durch ,,und“; z. B. alle Banke in 
diesem Anditorium sind hélzern hei®t soviel als: diese Bank ist hélzern 
und jene Bank ist hélzern und... und die Bank dort ist hélzern. Ebenso 


*) In der definitiven Darstellung meiner Theorie geschieht die Begriindung der 
elementaren Zahlentheorie ebenfalls mittels Axiomen; ich berufe mich hier nur der 
Kiirze halber auf die direkte anschauliche Begriindung. 
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ist die Behauptung, daB es in einer endlichen Gesamtheit einen Gegenstand 
mit einer Eigenschaft gibt, gleichwertig mit einer Verkniipfung von Einzel- 
aussagen durch ,,oder“; z. B. es gibt unter diesen Kreidestiicken ein rotes 
Kreidestiick heiBt soviel als: dieses Kreidestiick ist rot oder jenes Kreide- 
stiick ist rot oder ... oder das Kreidestiick dort ist rot. 

Auf Grund hiervon erschlieBen wir das tertium non datur fiir endliche 
Gesamtheiten in folgender Fassung: entweder haben alle Gegenstinde eine 
bestimmte Eigenschaft oder es gibt einen Gegenstand, der diese Eigenschaft 
nicht hat; und zugleich erhalten wir unter Gebrauch des iiblichen All- 
und Seinzeichens — ,,fiir alle a“: (a); nicht fiir alle a: (a); ,,es gibt 
ein a“: (Ea); ,,es gibt kein a“: (Ea) — die strenge Giiltigkeit der 
Aquivalenzen a = 

(a)A(a) aq. (Ea)A(a) 
und 
(Ea) A(a) iq. (a)A(a); 
hierin bedeutet A(a) eine Aussage mit einer Variablen a, d. h. ein 
Pradikat. 

Diese Aquivalenzen werden aber gewdhnlich in der Mathematik auch 
bei unendlich vielen Individuen ohne weiteres als giiltig vorausgesetzt; 
damit aber verlassen wir den Boden des Finiten und betreten das Gebiet 
der transfiniten SchluBweise. Wenn wir ein Verfahren, das im Finiten 
zulissig ist, ohne Bedenken stets auf unendliche Gesamtheiten anwenden 
wiirden, so Offneten wir damit Irrtiimern Tor und Tiir. Es ist dies die 
gleiche Fehlerquelle, wie wir sie aus der Analysis genugsam kennen: wie 
dort die Ubertragung der fiir endliche Summen und Produkte giiltigen 
Satze auf unendliche Summen und Produkte nur erlaubt ist, wenn eine 
besondere Konvergenzuntersuchung die SchluBweise sichert, so diirfen wir 
auch die unendlichen logischen Summen und Produkte 


A,& A, & A,&..., 
A,VA,VA,V... 


nicht wie endliche behandeln; es sei denn, daB die jetzt zu erérternde 
Beweistheorie eine solche Behandlung gestattet. 

Betrachten wir die eben aufgestellten Aquivalenzen. Bei unendlich 
vielen Dingen hat die Negation des allgemeinen Urteils (a) Aa zunichst 
gar keinen prazisen Inhalt, ebensowenig wie die Negation des Existential- 
urteils (Ea) Aa. Allerdings kénnen gelegentlich diese Negationen einen 
Sinn erhalten, nimlich, wenn die Behauptung (a)Aa durch ein Gegen- 
beispiel widerlegt wird oder wenn aus der Annahme (a) Aa bzw. (Ea) Aa 
ein Widerspruch abgeleitet wird. Diese Fille sind aber nicht kontra- 
diktorisch entgegengesetzt; denn wenn A(qa) nicht fiir alle a gilt, wissen 
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wir noch nicht, daB ein Gegenstand mit der Eigenschaft Nicht-A wirklich 
vorliegt; ebensowenig diirfen wir ohne weiteres sagen: entweder gilt (a) Aa 
bzw. (Ea)A oder diese Behauptungen weisen einen Widerspruch wirklich 
auf. Bei endlichen Gesamtheiten sind ,,es gibt und ,,es liegt vor“ ein- 
ander gleichbedeutend; bei unendlichen Gesamtheiten ist nur der letztere 
Begriff ohne weiteres deutlich. 


Wir sehen also, daB fiir den Zweck einer strengen Begriindung der 
Mathematik die iiblichen SchluBweisen der Analysis in der Tat nicht als 
logisch selbstverstandlich iibernommen werden diirfen. Vielmehr ist es 
gerade unsere Aufgabe, zu erkennen, warum und inwieweit die Anwendung 
der transfiniten SchluBweisen so wie sie in der Analysis und in der Mengen- 
lehre geschieht, doch stets richtige Resultate liefert. Auf dem Boden des 
Finiten soll also die freie Handhabung und volle Beherrschung des Trans- 
finiten erreicht werden! Wie ist die Lésung dieser Aufgabe méglich? 

Unserem Plane gemaS werden wir zu jenen vier bisherigen finiten 
Axiomgruppen solche hinzufiigen, die der Ausdruck transfiniter Schlub- 
weisen sind. Die transfiniten SchluBweisen werden in der gewéhnlichen 
Sprache durch folgende Stichworte bezeichnet: ,,alle‘‘, ,,es gibt“, ,,tertiwm 
non datur“, ,,vollstandige Induktion“, ,,Prinzipien ton Aristoteles“, ,,der 
Existenz“, ,der Reduzierbarkeit“, ,,der Vollstandigkeit und ,,der Auswahl“. 


Ich benutze nun den dem Auswahlprinzip zugrunde liegenden Gedanken, 
indem ich eine logische Fun’tion 


t(A) oder 1,(A(a)) 


einfiihre, die jedem Pridikat A (a), d. h. jeder Aussage mit einer Variablen a 
einen bestimmten Gegenstand 1(A) zuordnet. Diese Funktion 1 soll indes 
noch das folgende Axiom erfiillen: 


V. Transfinites Axiom. 

11. A(tA)-—+ A(a). 

Dieses Axiom heiBt in gewéhnlicher Sprache soviel wie: Wenn ein 
Pradikat A auf den Gegenstand +A zutrifft, so trifft dasselbe fiir alle 
Gegenstinde a zu. Die Funktion + ist eine bestimmte individuelle Funk- 
tion von einer Variablen A, die Priadikatencharakter hat; sie mége die 
transfinite Funktion und das Axiom 11. das transfinite Axiom heiBen. 
Um uns seinen Inhalt zu veranschaulichen, nehmen wir etwa fiir A das 
Pradikat ,,bestechlich sein‘‘; dann hatten wir unter tA einen bestimmten 
Mann von so unverbriichlichem Gerechtigkeitssinn zu verstehen, da8, wenn 


er sich als bestechlich herausstellen sollte, tatsaichlich alle Menschen iiber- 
haupt bestechlich sind. 
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Das transfinite Axiom V. ist als der Urquell aller transfiniten Be- 


griffe, Prinzipien und Axiome anzusehen. Fiigen wir namlich die folgenden 
Axiome hinzu: 


VI. Definitionsaxiome des All- und des Sein-Zeichen 
A(tA)-+ (a) A(a), 
(a)A(a)—- A(tA), 
A (tA) — (Ea) A(a), 
(Ea) A(a)— A(rA), 
so ergeben sich die sémtlichen genannten rein logischen, transfiniten Prin- 
zipien als beweisbare Formeln, namlich: 
(a) A(a)—- Aa 
(Aristotelisches Prinzip). 
A(a)-—-(Ea)Aa 
(Existential-Prinzip ). 
(a) Aa (Ea) Aa, 
(Ea) Aa — (a) Aa, 
(Ea) Aa-+(a) Aa, 
(a) Aa — (Ea) Aa. 

Durch diese letzten vier Formeln sind die vorhin fiir endliche Gesamt- 
heiten aufgestellten Aquivalenzen und desgleichen auch das tertium non 
datur fiir unendliche Gesamtheiten als giiltig erkannt worden’). 

Nach diesen Ausfiihrungen sehen wir, da alles auf den Nachweis der 
Widerspruchsfreiheit der Axiome I. bis V. (1. bis 11.) ankommt. 

Der allgemeine Grundgedanke, wie ein solcher Nachweis geschieht, 
ist stets der folgende: wir nehmen an, es liege ein Beweis konkret als 
Figur mit der Endformel 0 + 0 vor; auf diesen Fall 1a8t sich in der Tat 
das Vorhandensein eines Widerspruchs zuriickfiihren. Sodann zeigen wir 
durch eine inhaltliche finite Betrachtungsweise, da8 dies kein unseren An- 
forderungen geniigender Beweis sein kann. 

Wir miissen zunachst den Nachweis der Widerspruchsfreiheit der 
Axiome I. bis IV. (1. bis 10.) fiihren. Das Verfahren besteht darin, daS 
wir den als vorliegend angenommenen Beweis sukzessive abandern und 
zwar nach folgenden Gesichtspunkten: 

1. Der Beweis kann durch Wiederholen und Weglassen von Formeln 
zu einem solchen Beweise gemacht werden, daB jede Formel eine und nur 


*) Die Erkenntnis, daB die eine Formel 11. zur Herleitung dieser samtlichen 
Formeln geniigt, verdanke ich P. Bernays. 
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eine Formel des Beweises als ,.K6mmling‘‘ hat, zu deren Motivierung sie 
dient. Der Beweis wird auf diese Weise in Faden zerfallt, die von den 
Axiomen ausgehend auf die Endformel miinden. 
2. Die im Beweise auftretenden Variablen lassen sich ausschalten. 
8. Es kann erreicht werden, daB jede Formel auBer logischen Zeichen 


nur Zahlzeichen 
0, 0+1,0+1-+1,... 


enthalt, wodurch jede Forme! des Beweises zu einer ,,numerischen“ Formel 
wird. 

4. Jede Formel wird auf eine gewisse logische ,,Normalform“ ge- 
bracht. 

Nach Ausfiihrung dieser Operationen ist fiir jede Formel des Beweises 
gewissermaBen direkt eine Kontrolle méglich, d.h. die Feststellung, ob 
sie in gewissem, genau anzugebendem Sinne ,,richtig*‘ oder ,,falsch“ ist. 
Soll nun der vorgelegte Beweis allen unseren Anforderungen geniigen, so 
miiBte, wie sich zeigt, der Reihe nach jede Formel des Beweises diese 
Kontrolle bestehen und also auch die Endformel () + 0 richtig sein, was 
nicht zutrifft. 

Damit wire die Widerspruchsfreiheit der Axiomgruppen I. bis IV. 
(1. bis 10.) nachgewiesen, wenn auch die genaue Ausfiihrung dieses soeben 
nur skizzierten Nachweises mehr Zeit beanspruchen wiirde, als mir in 
diesem Vortrage zur Verfiigung steht. 

Nun ist aber gegenwiartig fiir uns gerade die Widerspruchsfreiheit des 
Axioms V. (11.) von dringendem Interesse, weil durch dieses Axiom erst 
die transfiniten SchluBweisen in der Mathematik ihre Rechtfertigung 
finden sollen. 

Ich méchte den eigentlichen Kern dieses Beweises an dem ersten und 
einfachsten Falle etwas ausfiihrlicher entwickeln. Dieser erste Fall stellt 
sich sofort ein, sobald wir unsere bisher streng finit gebliebene Zahlen- 
theorie weiterfiihren. Dies geschieht, indem wir in Axiom V. (11.) fir 
die Gegenstinde a die Zahizeichen, d. h. die ganzen positiven Zahlen 
inklusive 0 und als Priadikate A(a) die Gleichungen f(a)== 0, wo / eine 
gewohnliche ganzzahlige Funktion ist, nehmen. Die logische Funktion 1 
ordnet jedem Pridikat einen Gegenstand, d.h. jeder mathematischen 
Funktion f eine Zahl zu. Aus rt wird also eine gewdhnliche ganzzahlige 
Funktionenfunktion — so daB, wenn f eine bestimmte Funktion ist, 
r eine bestimmte Zahl wird; wir nennen dieselbe 1(f), so dab 


t(f)=1, (f(a) = 0) 
ist; das Axiom V. (11.) verwandelt sich in das Axiom 


12. f(t(f)) =0 + f(a) =—0. 
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Die Eigenschaft der Funktionenfunktion 1(f), die sich in dieser Formel 
abbildet, verwirklichen wir am einfachsten, indem wir unter 1(f) die Zahl 0 
verstehen, sobald fiir jedes a die Gleichung f(a) =O erfiillt ist, sonst 
jedoch r(f) gleich der ersten Zahl a nehmen, fiir die f(a)+- 0 ausfallt. 
Die Funktion 1(f) ist eine transfinite Funktion und gehért zu denen, die 
von Brouwer und Weyl verboten worden sind. Es kommt alles darauf 
an, nachzuweisen, daB das Axiom 12., zu den Axiomen 1. bis 10. hinzu- 
gefiigt, keinen Widerspruch ergibt. 

Zu dem Zwecke kniipfen wir an den Nachweis fiir die Widerspruchs- 
freiheit der Axiome 1. bis 10. an und versuchen denselben auf den gegen- 
wiartigen Fall zu iibertragen. Wir haben jetzt eine neue Schwierigkeit zu 
beriicksichtigen, die darin liegt, daB in dem vorgelegten Beweise das Zei- 
chen 1t(f) vorkommen wird, wo fiir die Funktionsvariable f beliebige 
spezielle Funktionen ~, y’,... eingesetzt sein kénnen. Wir machen jedoch 
fiir den Augenblick die erleichternde und vereinfachende Annahme, da8 
nur eine einzige solche spezielle Funktion ¢ als Einsatz fiir f vorkomme, 
so daB der vorgelegte Beweis schlieBlich in einen Beweis verwandelt wer- 
den kann, der auBer logischen Zeichen und Zahlzeichen nur t(q) enthilt, 
wo @ eine spezielle Funktion beceutet, bei deren Definition 1 nicht an- 
gewandt worden ist. 


Mit diesem Beweise nehmen wit nun der Reihe nach folgende Opera- 
tionen vor: 


1. Wir setzen gewissermaBen vorlaufig und versuchsweise iiberall fiir 
t(@) das Zahlzeichen 0 ein. Unser Beweis wird dann zu einer Aufeinander- 
folge von ,,numerischen“ Formeln; alle diese Formeln sind im friiheren 
Sinne ,,richtig“, eventuell mit Ausnahme derjenigen, die aus Axiom 12. 
flieBen. Nun flieBen aber aus 12., wenn wir fiir f darin m nehmen, sowie 
fiir a die betreffende Einsetzung machen und dann an Stelle von 1(q) das 
Zahlizeichen 0 einsetzen, nur Formeln von der Gestalt 

y(0)=0— p(4) = 0. 

Da hierin 3 ein Zahlzeichen bedeutet und g eine durch Rekursion 
definierte Funktion ist — die Definition durch Rekursion wird leicht in 
unseren Formalismus aufgenommen —, so reduziert sich g(%) ebenfalls 
auf ein Zahlzeichen. Es wird sich wesentlich darum handeln, ob in diesen 
Formeln iiberall aus »(%) nach dieser Reduktion auf ein Zahlzeichen das 
Zahlzeichen 0 wird oder ob einmal aus (4) dabei ein von 0 verschiedenes 
Zahlzeichen entsteht. Im ersteren Falle sind wir mit dem Nachweis der 
Widerspruchsfreiheit schon am Ziel. Denn alle jene aus Axiom 12. flieBenden 
Formeln sind dann fiir sich schon richtig. Jene Aufeinanderfolge von 
Formeln, die wir aus dem Beweise erhielten, wird wiederum zu einem 
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Beweise, bei dem sich durch aie schrittweise Kontrollierung alle Formeln 
als richtig erweisen, so daB die falsche Formel 0 + 0 nicht als Endformel 
entstehen kann. 


2. Tritt nun die zweite Alternative ein, so haben wir damit ein 4 
gewonnen, so daB 
7 (3) =0 
eine falsche Formel ist. Wir nehmen dann mit dem vorgelegten Beweise 
eine andere Operation vor: wir setzen fiir t(q) nicht 0, sondern iiberall 
im Beweise das Zahizeichen 4 ein. Die aus Axiom 12. flieBenden Formeln 
haben dann samtlich die Gestalt 


q (3) = 0 + p(8)= 0, 


und diese Formeln sind fiir sich schon jedenfalls richtig, da ja die vor 
dem Folgezeichen stehende Forme! falsch ist. Der Beweis wird wiederum 
ein Beweis mit lauter numerischen Formeln, die richtig sind, so daB auch 
die Endformel nicht 0 + 0 lauten kann. 

Hiermit ist der Nachweis fiir die Widerspruchsfreiheit der transfiniten 
Funktion 1(f) vollstandig gefiihrt; damit wird auch das tertium non datur 
fir den Begriff der unendlichen Zahlenreihe, wie sie die ganzzahlige 
Variable in f repriasentiert, sichergestellt: namlich auf Grund der Axiome 
der Negation IT (5. bis 6.) kommt die formale Negation dem kontradikto- 
rischen Gegenteil gleich; es ist aber 1(f)+ 0 die formale Negation von 
t(f)=0 und andererseits nach VI 1(f)+0 mit (Ea)(f(a)+0) und 
t(f)=0 mit (a@)(f(a@) = 0) aquivalent. 

Man kann die Lésung der Schwierigkeit, wie sie meine Beweistheorie 
gibt, sich so begreiflich machen. Unser Denken ist finit; indem wir 
denken, geschieht ein finiter ProzeB. Diese sich von selbst betitigende 
Wahrheit wird in meiner Beweistheorie gewissermaBen mit benutzt in der 
Weise, daB, wenn irgendwo sich ein Widerspruch herausstellen wiirde, 
mit der Erkenntnis dieses Widerspruches auch zugleich die betreffende 
Auswahl aus den unendlich vielen Dingen verwirklicht sein miBte. In 
meiner Beweistheorie wird demnach nicht behauptet, daB die Auffindung 
eines Gegenstandes unter den unendlich vielen Gegenstanden stets bewirkt 
werden kann, wohl aber, daB man ohne Risiko eines Irrtums stets so 
tun kann, als wire die Auswahl getroffen. Wir kénnten Weyl wohl das 
Vorhandensein eines circulus zugeben, aber dieser circulus ist nicht vitiosus. 
Vielmehr ist die Anwendung des tertium non datur stets ohne Gefahr. 

In meiner Beweistheorie werden zu den finiten Axiomen die transfiniten 
Axiome und Formeln hinzugefiigt, ahnlich wie in der Theorie der kom- 
plexen Zahlen zu den reellen die imaginiren Elemente und wie in der 
Geometrie zu den wirklichen: die idealen Gebilde. Und auch der Beweg- 
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grund dafiir und der Erfolg des Verfahrens ist in meiner Beweistheorie 
der gleiche wie dort: namlich die Hinzufiigung der transfiniten Axiome 
geschieht im Sinne der Vereinfachung und des Abschlusses der Theorie. 

Nach den bisherigen Ausfiihrungen darf die transfinite Funktion 1(f) 
iiberall in der Mathematik angewandt werden, sowohl wenn es sich um 
die Definition von Funktionen und die Bildung neuer Begriffe handelt, als 
auch bei der Fiihrung der mathematischen Beweise. 

Als Beispiel fiir die Definition emer Funktion diene die Funktion 

y(a) = [avs], 
wo die rechts stehende Klammer 0 bzw. 1 bedeuten soll, je nachdem av@ 
eine rationale oder irrationale Zahl wird. 

Was die Verwendung in Beweisen anlangt, so kann man in den in 
der Literatur vorliegenden Beweisen meist leicht erkennen, ob eine trans- 
finite Funktion darin wesentlich benutzt, wird oder nicht. Geeignete Bei- 
spiele dafiir liefern die beiden von mir gegebenen, unter sich vdllig ver- 
schiedenen Beweise fiir die Endlichkeit des vollen Invariantensystems. In 
dem ersten findet eine transfinite SchluBweise Anwendung, in dem zweiten 
nicht. Mein erster Beweis fiir die Endlichkeit des vollen Invarianten- 
systems ist von der Art, daS darin die transfinite SchluBweise wesentlich 
ist und nicht herausgeschafit werden kann. Freilich kann vermutlich ein 
finiter Satz stets auch ohne Anwendung einer transfiniten SchluBweise 
bewiesen werden — wie ja im Falle des Satzes von der Endlichkeit des 
vollen Invariantensystems mein zweiter Beweis zeigt —, aber diese Be- 
hauptung ist von der Art der Behauptung, daB jeder mathematische Satz 
iiberhaupt entweder sich als richtig nachweisen oder widerlegen lassen 
mu8. P. Gordan hatte ein gewisses unklares Gefiihl fiir die transfinite 
SchluBweise in meinem ersten Invarianten-Beweise: er brachte dasselbe 
zum Ausdruck, indem er den Beweis als ,,theologisch‘* bezeichnete. Er 
modifizierte dann die Darstellung meines Beweises durch Einbeziehung 
seiner Symbolik und glaubte damit den Beweis seines ,,theologischen“ Cha- 
rakters entkleidet zu haben. In Wahrheit war die transfinite SchluBweise 
nur hinter dem Formalismus der Symbolik versteckt worden. 

Nach derselben Methode, wie wir vorhin die Widerspruchsfreiheit der 
transfiniten Funktionenfunktion 1t(f) nachwiesen, kénnen wir auch die 
Widerspruchsfreiheit der Funktionenfunktion «(f) nachweisen, die die 
Eigenschaft hat — ebenso wie t(f) — 0 zu sein, wenn das Argument 
f(a) fiir alle Variablen a verschwindet, aber andererseits, wenn dies nicht 
der Fall ist, gleich dem kleinsten Wert wird, fiir den f(a) von 0 ver- 
schieden ist. Mittelst dieser Funktion «(f) ergibt sich dann das Prinzip 
der vollstandigen Induktion 

A(0) — (a)(A(a)— A(a-+1))— A(a) 


Mathematische Annalen. 88. 1 
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als beweisbare Formel. Diese Erkenntnis, in inhaltlicher Darstellungs- 
weise, ist das, was das Hauptergebnis der Dedekindschen Schrift ,,Was 
sind und was sollen die Zahlen“ ausmacht. 

Um die Analysis zu begriinden, definieren wir die reelle, zwischen 
0 und 1 gelegene Zahl z durch einen Dualbruch und diesen durch eine 
Funktion (mn), den Stellenwert, die nur 0 oder 1 ist: 


z= 0,4, a, @,... (a, = f(m)). 
Ein Beispiel fiir einen auf transfinite Weise definierten Dualbruch ist: 
0, [2¥*] [3¥8] [4¥4] ...; 
derselbe stellt eine wohldefinierte reelle Zah] dar, obwoh!l beim heutigen 
Stande der Wissenschaft sich nicht einmal die erste Dualstelle berechnen 1aBt. 
Das Fundament der Analysis ist der Satz von der oberen Grenze. 
Die transfinite Funktion + erméglicht nun in der Tat den Beweis des 
Satzes, daB die obere Grenze einer Folge von reellen Zahlen stets existiert. 
Um dies zu erkennen, ist es zunichst ratsam, die logischen Zeichen 
& fiir ,,und“ und vy fiir ,,oder“ einzufiihren. Wir tun es durch Zuriick- 
fiihrung auf die bisher von uns allein benutzten logischen Zeichen — 
und in folgender Weise: 
W&&B bew. AvVB 


sollen dasselbe sein wie 
A—-B baw. AB. 
Sodann schreiben wir noch fiir die Formel 
(a)(fa=O0v fa=1) &(a)(Eb)(f(a+ 6) =1) 


zur Abkiirzung Rf, d.h. Rf bedeutet, daB die Funktion fa vermége des 
stets unendlichen Dualbruches 


0, f(1) f(2) £(3) ... 
eine reelle, zwischen () exklusive und 1 inklusive gelegene Zahl darstellt. 
Eine Folge ¢,, ¢,, ¢,,..- reeller Zahlen wird dann durch eine Funktion 
p(a,n) dargestellt, fiir welche die Formel R m(a, n) bei beliebigem ganz- 


zahligem n beweisbar ist. Der weitere Gang des Beweises geschieht auf 
Grund folgenden Gedankens. Wir betrachten in dem Schema 


c,= 0, w(1,1) w(2,1) »(3,1) ... 
C.= 0, o(1,2) p(2, 2) w(3, 2)... 


- 


C, = 0, o(1, 3) (2,3) ~(3, 3)... 


zunachst die Ziffern in der ersten Vertikalreihe hinter dem Komma. Sind 
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diese alle 0, d.h. ist (1, )=0 fiir alle », so nehme man y(1)=0, 
sonst aber y(1)=1. Wenn nun in der zweiten Vertikalreihe alle die- 
jenigen Ziffern 0 sind, fiir die je die zur selben Horizontalreihe gehérige 
Ziffer der ersten Vertikalreihe y(1) wird, so nehme man y(2)= 0, sonst 
aber y(2)= 1. Sind in der dritten Vertikalreihe alle diejenigen Ziffern 0. 
fiir die je die zur selben Horizontalreihe gehérigen Ziffern der ersten und 
zweiten Vertikalreihe y(1) bzw. y(2) werden, so nehme man wy(3) = 0, 
sonst aber y(3)=1; usf. Auf Grund dieser Betrachtung gelangen wir 
dazu, die obere Grenze y(a) der Folge gy(a,n) reeller Zahlen durch 
folgende simultane Rekursion zu definieren: 


7(0,n) == () 
y(a+1) =a, {z(a,n)=0—- g(a+1,n)=0} 
y(a+-1,n)=7(a,n)+e(y(a-+-1), p(a +1, n)); 


dabei ist «(a, 6) die Funktion von a,b, die 0 oder 1 darstelJt, je nach- 


dem a= 6 oder a+06 wird, und z, ist die durch folgende Axiome de- 
finierte transfinite Funktion: 


(n) U(n) —+ 2, (Un) = 0, 
(n) U(n) + a, (Un) = 1; 


in Worten: 2, (mn) ist 0 oder 1, je nachdem die beziigliche Aussage Y 
fiir alle nm gilt oder nicht. 

Man kann nun im Sinne meiner Beweistheorie streng beweisen, da8 
Ry gilt und daB iiberdies die reelle Zahl y(n) die Eigenschaft der oberen 
Grenze hat, wobei der Begriff ,,kleiner® fiir irgend zwei reelle Zahlen f, g 
durch die Formel 


(Ea){(b)(b <a— fb =gb) & fa=0& ga=1} 
zu definieren ist. 


Nunmehr sei statt einer Folge von reellen Zahlen eine beliebige 
Menge von reellen Zahlen vorgelegt, etwa dadurch, daB fiir die Funktions- 
variable f eine bestimmte Aussage 3t(f) gegeben sei, die einerseits sowohl 
f als eine eine reelle Zahl darstellende Funktion charakterisiert, wie auBer- 
dem gerade die reellen Zahlen der Menge auszeichnet. Die obere Grenze 
y(a@) dieser Menge R(f) von reellen Zahlen wird dann durch folgende 


simultane Rekursion erhalten: 
z(0, f) = 
y(@+1l) =a,{Nf—-iz(a, f)=0—f(a+1)=0)} 


z(@+1,f)=z(a,f)+e(pyl(a +1), fia+1)); 
11* 
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dabei bedeutet a, die transfinite Funktion, die durch die Axiome definiert ist: 


(f) Mf) + x,(Uf) =0, 
(A)A(f) + 2,(Uf) = 1. 

Zum SchluB méchte ich noch eine Anwendung auf das Zermelosche 
Auswahlprinzip fiir Mengen von Mengen reeller Zahlen machen. Vorhin 
war eine Menge reeller Zahlen f durch eine bestimmte Aussage N(f) mit 
f als Funktionsvariable gegeben worden; wir fiigen jetzt die Axiome 


Nf—v(f)=1 
Nf—+vr(f)=0 


hinzu, deren Widerspruchsfreiheit leicht erkannt wird. Auf diese Weise 
ist die Menge durch die Funktionenfunktion »(f) definiert, die fiir die 
reellen Zahlen f der Menge den Wert 1 und fiir alle anderen reellen 
Zahlen f den Wert 0 hat. Aus der fiir N geltenden Formel 

Ni— Rf 
ergibt sich 

v(f)=1— Rf. 

y ist eine spezielle Funktionenfunktion, r sei die zugehdérige Variable, 
d. h. eine Variable fiir Funktionenfunktionen, deren Argument eine ge- 
wohnliche Funktion eines Argumentes ist. 


Eine spezielle Menge von Mengen von reellen Zahlen wird dann durch 
eine spezielle, r enthaltende Aussage I(r) dargestellt, fiir welche die 
Formel 


Mir) & (rf—1)—+ KF 


gilt. Wir nehmen an, diese Mengenmenge habe die Eigenschaft, daB jede 
Menge von reellen Zahlen, die Element von ihr ist, mindestens eine reelle 
Zahl enthalt, oder in Formeln: 


Mr) + (Ef) (rif) =—1). 


Nunmehr definieren wir eine transfinite Funktion 1, wie vorhin r,, 
nur mit dem Unterschiede, daB an Stelle der Zahlenvariablen a von vorn- 


herein eine Funktionsvariable f genommen wird, d.h. t, wird durch das 
Axiom 


(12*) r(z,(r)) =O0—-r(f)=0 


definiert, das unserem Axiom 12. fiir t, entspricht und auch gerade so 
aus dem logischen Axiom V. (11.) erhalten wird, wenn man darin als 
Gegenstiinde die Funktionen f und als Pradikate die Gleichungen r(f) = 0 
nimmt; dabei hat dann t den Charakter, stets selbst eine Funktion dar- 
zustellen, wahrend das Argument eine Funktionenfunktion r ist. 
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Wir haben jetzt folgende beweisbaren Formeln: 

(Ef)(r(f)=1)—-(f) (rf =9), 

(f)(rf =0) —~ r(t,(r)) +0, 

r(t(r)) +0 —+r(1,(r))=1, 

und hieraus folgt 

M(r) — r(t,(r)) = 1; 
d.h. jedem Element r der Menge t(r) ist eine ganzzahlige Funktion, 
namlich t,(r) zugeordnet. Diese stellt eine reelle Zahl dar; denn aus 
einer friiheren Formel folgt sofort R(t,(r)). Die Funktionen 1,(r) bilden 
eine Menge; denn um fiir diese Funktionen — wir wollen sie g(a) nennen — 
eine ihre Gesamtheit definierende Aussage zu erhalten, brauchen wir nur 


zu formulieren, daB jede von ihnen mit dem Reprasentanten t,r einer zu PM 
gehérigen Menge r iibereinstimmt, wie es durch die Formel 

(Er){M(r) & (a) (gia) = 1,r(a))} 
geschieht, so daB eine Menge nach der urspriinglichen Darstellungsmethode 
wirklich vorliegt. 

Wegen des Auftretens des Sein-Zeichens (Er) ist es noch nétig, die 
Widerspruchsfreiheit der zu der neuen Variablensorte r gehérigen trans- 
finiten Funktion t,(r) nachzuweisen. Dieser Nachweis hat, ebenso wie der- 
jenige fiir , und 2,, nach dem Muster der transfiniten Funktion 1, zu 
geschehen. 

Damit ist der Beweis des Zermeloschen Auswahlprinzips fiir Mengen 
von Mengen reeller Zahlen erbracht. 

Durch die genaue Ausfiihrung der soeben skizzierten Grundgedanken 
meiner Beweistheorie wird die Begriindung der Analysis vollendet und die 
der Mengenlehre angebahnt. 


(Eingegangen am 2%. 9. 1922.) 








Eine Bemerkung zu der Arbeit des Herrn Bieberbach 
-Uber die Verteilung der Null- und Einsstellen 
analytischer Funktionen“. 


Von 


M. Fekete in Budapest 


Das Hauptergebnis der Bieberbachschen Arbeit’) ist eine Verallgemeine- 
rung*) des klassischen Landauschen Satzes aus dem Picardschen Ideen- 
kreise; wir geben es, etwas umgestaltet, in folgender Form wieder: 

Satz A. Ee sei f(z) =a, + 4,2 +... + G,-,2"-? + 4,2" +... im 
Kreise 'z <R regular, besitze dort nicht mehr ale n —1 Nullstellen 
und m—1 LHinsstellen. Es sein<m. Es seien k,, k,,.... kn-1,k 
irgendwelche n +-1 reelle positive Zahlen und es gelte 


a,' sk, (§¢=0,1,...,.8—1), a, Sk. 


n 


Dann gibt es eine nur von k,, k,,..., ka-1, k, und von n und m ab- 
hdngende Grenze G,, ,,(ko, k,,---, &,), 80 dap 


R<G, .(he, &,--->&,) 


n 


stattfindet. 
Ich will im folgenden durch zweimalige Anwendung dieses Satzes 
ein unmittelbares, doch — wie ich glaube nicht uninteressantes Ko- 


rollar desselben herleiten: 

Satz B. He seien k,, k,,...,k, n+ 1 positive Zahlen. Dann gibt 
ee eine nur von diesen Zahlen und von n abhangende Grodfe 
H, = H,(k,, k,,.-.,&,), 80 dap jede, fiir <=0 reguldre analytische 
Funktion 


(1) f(s) =a, +a,2+...+a,._,2%-!+a,2*+.. 


*?) 


*) Satz I, a. a. O., S. 147—148. 
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deren n-+-1 erste Koeffizienten den Bedingungen 
\a,|\S &,, fir +=0,1,...,.n—1,- 
| a,,| = k,, 
geniigen, im Kreise |z| < H,, entweder eine singuldre Stelle, oder 2n Null- 
stellen, oder 2n Hinsstellen, oder aber n Null- und n Einestellen besitzt. 
In der Tat, dem Satze A zufolge — da mit |a,|< &, zugleich auch 
a,|<k,+ 1 besteht — besitzt jede, im Kreise 
(3) || SG, on(Bo +1, &,,.--,&, 1, &,) 
regulare analytische Funktion f(z), definiert durch (1), mit den die Be- 
dingungen (2) erfiillenden Anfangskoeffizienten a,, a,,...,@,_,,@, in die- 
sem Kreise entweder nm Null- oder 2m Einsstellen. Ebenso ergibt Satz A 
(auf f(z) -1=a,—1-+a4,z2+4,2*+...+a,2"+... angewendet), 
daB jede, im Kreise (3) regulare analytische Funktion f(z), deren An- 
fangskoeffizienten (2) geniigen, in diesem Kreise umgekehrt entweder 


nm Hins- oder 2n Nullstellen besitzen mu&B. 
Ist also 


H, = H,, (ky, k,, oe | ae k,.) = G,, an (ho + l, k,, eas k,,. 1? k,); 
so gehen die Behauptungen des Satzes B fiir jede Funktion f(z), deren 
n+ 1 erste Koeffizienten a, den Bedingungen (2) unterworfen sind, im 
Kreise |z| < H, in Erfiillung. W. z. b. w. 

Auf Grund des eben bewiesenen Satzes B kann ich folgendes behaupten: 


Sind die n+ 1 Anfangskoeffizienten a, einer ganzen transzendenten 
Funktion 


(2) 


f(z) =a, +4,2+...+64,_,2"-'+4,2%+... 
durch die Ungleichheiten (2) von oben, bzw. von unten beschrankt, so 
sind dadurch — wie auch die tibrigen Koeffizienten variieren mégen — 
mindestens 2n Wurzeln der Gleichung 


(4) f(z)(f(z) —1)=0 
auf das Endliche beschrdnkt: auf einen Kreis wm den Punkt z=0, 
dessen Halbmesser nur von den Schranken der Anfangskoeffizienten 
abhangt. 

In diesem Satze ist ein Ergebnis ausgesprochen, das nicht zu ver- 
scharfen ist, namentlich in folgendem Sinne: durch die Ungleichheiten (2) 
kénnen nicht mehr als 2n Wurzeln der Gleichung (4) auf das Endliche 


beschrankt werden. In der Tat, ist es leicht eine ganze transzendente 
Funktion 


f(z) =k, +he+...+8h,_,2*-2+ b2* + a,,,2°%1+4,,,2%t9 +... 
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anzugeben, die in einem beliebig groB vorgeschriebenem Kreise |z|< o 
nur je m-mal 0 und 1 wird. 

Endlich sei noch der folgende bemerkenswerte spezielle Fall des 
Satzes B erwahnt: 

Ist g(z) = @, +a,2+...+4,2"-+a,,,2*t1+...+ 4,2” irgendein 
Polynom mit a, + 0, dessen Grad vy < 2n — | ist, 80 fallen die n ,,ersten“, 
d.h. dem Betrage nach kleinsten Wurzeln jeder der beiden Gleichungen 
g(z)=0, g(z)=1 tm einen Kreis |z|< 0, dessen Halbmesser o nur 
VON G,, @,,.--,@,_,,@, und von n abhdangt*) 


/ 


*) Dieses Ergebnis ist in einem Satze des Vert. als spezieller Fall enthalten. 
(S. Ismert elsé egyiitthatékkal biré algebrai egyenlet gydkeiré]. Math. és Term.-tud. 
Ertesits 36 (1918), S. 366.) 


(Eingegangen am 3. 8. 1922.) 


Druckfehlerberichtigung 


zu dem Aufsatz von H. Behmann ,Beitrige zur Algebra der Logik 
insbesondere zum Entscheidungsproblem“ in Band 86, S. 163—229. 


Es muB heiBen: 
Seite 193, Zeile 13 v. 0.: p statt y 
» 16 v. 0. ist der Buchstabe y ausgefallen. 
a 2 ‘oe 3 v. u.: 26 statt ap. 


» 216, FuBnote 34: vy statt 5: 
» 217, Zeile 14 v. uw: a statt Py» PP, Sstatt i. 
» 22, , Ilv.o.: FV statt V. 


Die Druckfehler sind entetanden, nachdem der Verfasser das Imprimatur erteilt 
hatte. In den Formeln zeigen die Uberstreichungen mitunter schwachen Druck. 
S. 212 (letzte Zeile) und S. 217 (letzte Zeile) ist der Buchstabe y unvollstandig 


Bemerkungen iiber unendliche Folgen und ganze 
Funktionen. 


Von 


Georg Pélya in Ziirich. 


In gewissen neueren Untersuchungen iiber Funktionentheorie, haupt- 
sichlich in solchen iiber ganze Funktionen, werden die unendlichen Folgen 
von einem eigentiimlichen, sonst wenig bekannten Gesichtspunkte aus 
betrachtet. Es kommt nicht bloB darauf an, ob die Folge einen Grenz- 
wert hat oder nicht, auch nicht auf die Lage der verschiedenen Haufungs- 
punkte, sondern es kommt auf die gegenseitige Lage der sukzessiven 
Glieder, kurz gesagt auf die Struktur der Folge an. Die Struktur einer 
Folge wird, dieser Auffassung gemaB, durch Ungleichungen zwischen den 
aufeinanderfolgenden Gliedern ausgedriickt. Verandert man die Reihenfolge 
der Glieder, so bleiben die Haufungspunkte der Folge unverindert an 
ihrem Platz, aber die Struktur der Folge kann sich andern. Diese Auf- 
fassung der Struktur an einigen einfachen, von speziellen Anwendungen 
losgelésten Satzen zu veranschaulichen ist der Zweck des I. Teils dieser 
Arbeit. Der II. Teil beschaftigt sich mit ganzen Funktionen endlicher 
Ordnung. Er bezweckt, die bekannten Beziehungen zwischen Maximalbetrag 
und Nullstellenanzahl in einer gewissen Richtung zu verschirfen. Die 
aufgeworfene Frage konnte leider nicht vollstandig beantwortet werden, 
ihre Behandlung gibt aber Gelegenheit, die im I. Teil gewonnenen Resultate 
durch Anwendung zu erlautern, 


I. Uber Anzahlfunktionen. 


1. ich beginne mit einigen auBerst einfachen Satzen, die die gegen- 
seitige Lage der Glieder in gewissen unendlichen Folgen betreffen. 


I, Ist 1,,1,,...,1,,... eine Folge positiver Zahlen (positiv im 
Sinne > 0) und ist liml,, =0, so gibt es unendlich viele Indizes n, 
max 


Mathematische Annalen. 88. 12 








170 G. Pélya, 


fiir welche 1, kleiner ist als alle ihm vorangehenden Glieder 1,, 1,, 
a 


3°? "7 "2 

Es sei die positive ganze Zahl m vorgegeben. Es sei » der Wert 
der kleinsten unter den Zahlen /,, l,,...,4,,. Dann ist 7 >0. Nach 
Voraussetzung gibt es Zahlen in der Folge /,,1,,1,,..., die unterhalb 1 
liegen. Es sei n der kleinste Index fiir den 1, < ; dann ist 


Sa ty 


n : 7 ~ "e-s? 


n>m;, l<l,l 


n 1 


w. z. b. w. 


Satz und Beweis sind eigentlich selbstverstandlich’). Der Leser wird 
mit analogen Schliissen auch den folgenden Satz begriinden kénnen: 


Il. Ist 1,,1,,...,1,,... eine Folge positiver Zahlen (positiv im 
Sinne > 0) und ist liml, —0, so gibt es unendlich viele Indizes n, fiir 


welche 1, gréBer ist als alle ihm folgenden Glieder 1, ,,4,.4,1,4.5,...- 
Man beachte, daB die Satze I und II nicht nur verschiedene Behauptungen, 
sondern auch verschiedene Voraussetzungen haben. Satz II setzt viel mehr 


voraus als Satz I, namlich lim],—0 an Stelle von lim],—0. Die 
m = m-= 


Satze I und II dienen nur zur Vorbereitung des Satzes 


Ill. Ich betrachte zwei Folgen positiver Zahlen, und zwar setze ich 
die zweite als monoton steigend voraus: 


(1) es te ee Sete Gees EE 
(2) Oyo Bigs Bgg soy Ours & > 90,86,,,>6, (Mel, 2, 3,...). 


Die Folgen (1),(2) seien so beschaffen, daf 


(3) lim 1, = 0 
m a 
(4) lim Ls, = +0. 


m- 


Dann gibt es unendlich viele Indizes n, so daB die Ungleichungen 
zweierles Art 


(5) l, aarer > bises 1, >U,495--- in inf. 
(6) 1,8, = L, 18, » 99 8, ; l,, 2%, wt, 1,8, > ail |, 8; 
alle zugleich bestehen. 


Man beachte, daB die Asymmetrie der Folgerungen (5) und (6) der 


Asymmetrie der Voraussetzungen (3) und (4) entspricht und an den 
Unterschied der Satze II und I erinnert. 

) Die Anwendung der darin enthaltenen Bemerkung an passender Stelle muB 
aber gar nicht trivial sein. Vgl. fiir die Saitze-1 und II F. W. Wiener: Elementare 
Beitrige zur neueren Funktionentheorie, Dissertation, Géttingen (1911), 8. 8—9. 
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Ich bezeichne J, als ein ,,hervorragendes Glied“ der Folge, wenn 1, 
gréBer ist als alle nachfolgenden Glieder; in Zeichen: 1,, > l,,, fiir 
y=1,2,3,.... Gema8 der Voraussetzung (3) und laut Satz II gibt es 
in der Folge (1) unendlich viele ,hervorragende* Glieder; sie sollen, in 
richtiger Reihenfolge liickenlos aufgezahlt, 


7) a oo sae 


heiBen. Es ist also, nach dem Begriff des hervorragenden Gliedes, 
.. >4>h,> 


Ist 1, kein hervorragendes Glied, so liegt es zwischen zwei konsekutiven 


hervorragenden Gliedern (wenn nur y > m,), d.h. es ist m,_,<»<m,. 
Das Glied J,,,_, ist nicht hervorragend, folglich ist notwendigerweise 
Lnr-1 <= bm. Auf diese Weise weiter schlieBend erkennt man, daB 

, & bn, 
und um so mehr (vgl. (2)) 


8 i ye ee (m 


Ich behaupte, da8 der Limes superior der Folge 


9) Dan, Sm, > bang Pritg s Sen, Sm, 9° 


co ist. Denn ware die mit den hervorragenden Gliedern gebildete 
Folge (9) beschrinkt, so ware es auch die volle Folge 1, s,, 1,84, 1,8, .-.; 
gemaB (8), entgegen der Voraussetzung (4). Somit muB Folge ({) tat- 
sichlich unbeschrankt sein und man kann auf die Folge 
1 l 1 
ln, Sm, ‘ ling 8g , lin, 8m, 4 

den Satz I anwenden. Satz I ergibt die Existenz unendlich vieler Indizes m,, 
fiir welche 


Day, Sun, < Lary Surg» bang Sarg < bang Sings - > +5 bung —1 Seng —1 Sung Sony ° 


Dann ist aber, gemaB (8) tiberhaupt 

1, 8» < lau, Say 
fir y= 1,2,3,...,m,—1. D.h. fiir n= _m, sind die Ungleichungen (6) 
erfiillt. DaB fiir nm =m, auch die Ungleichungen (5) erfiillt sind, ist klar, 
da doch 1, ein hervorragendes Glied der Folge (1) ist. 


2. Es sei 


(10) 0<7,57,5%3---, limr,=oo. 


Unter Konvergenzexponent der Folge r,,1,, 7,, -- — pflegt man eine Zahl 4 
zu verstehen von folgender charakteristischer Eigenschaft: Ist 
(11) a<Aé<cB, 

12* 
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«, 8 sonst beliebig, so ist 


7 1 . 1 
(12) s — divergent, s 7 konvergent. 
m=1 "m m=1 "m 


Die Definition modifiziert sich etwas in den Grenzfillen 4=0, 4= 00, 
die ich hier nicht betrachte. 

IV. Es sei r,,1.,1%,-.. eine monoton ins Unendliche wachsende 
Folge positiver Zahlen, 14 ihr Konvergenzexponent, 4>0, ferner 
0<a<i<f. Dann gibt es unendlich viele Indizes n, so beschaffen, daB 
zu gleicher Zeit 


r u\@ a 
(13) .> fir u=—=n—1,n—2,...,1. 
Tn n 
1 
Ty (‘y\B 7 2 
14) , fir y=n+1,n+ 2,... in inf. 
‘ Tn n/ 
Ich behaupte, dab 
° : m 
15 lim —=+0o. 
m= x Tn 


Denn wire dies nicht der Fall, so gibe es eine Konstante K, so da8 


(16) a 
m 


Man beachte, daB «<4; man wahle « so, dab 


(17) a<a(l+ej)<i4 
aus (16) folgt 
1 ; Kite 
a(l+e) it+e 
pa m 
— 1 
’ . o . . 7 ° ° ° ° 
Somit wiirde die Reihe v aazs durch eine konvergente Reihe majoriert, 
fr. 
m=1 ™ 


also selbst konvergent sein. Das widerspricht, gemaB (17) der Voraus- 


setzung, daB 4 der wahre Konvergenzexponent der Folge r,,1,,17,,... ist. 


Also ist (16) falsch und (15) richtig. — Ich fiige hinzu, daB 
18) lim - 


m=o@ ee 


0. 


Dies ergibt sich aus der zweiten Aussage unter (12) nach einem gelaufigen 
notwendigen Konvergenzkriterium fiir Reihen mit positiven abnehmenden 
Gliedern. 

Setzt man 
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so sind simtliche Voraussetzungen des Satzes III erfiillt, (3) kraft (18), 
(4) kraft (15). Die Ungleichungen (5) (6) des Satzes III lauten jetzt so: 


a a 2 3 
n? : yh n® is Th 


i ~ %* fo & 
fir y=—n+1, n+2,... und n=n— 1, n—2,...,2,1. Dies beweist 
die Ungleichungen (13) (14). 
8. Ich bezeichne im folgenden mit 


(19) FasVen%qs + 005f 


eine nie abnehmende, ins Unendliche strebende Folge positiver Zahlen 
(also ist (10) giiltig). Ich bezeichne als Anzahlfunktion der Folge (19) 
die unstetige Funktion N(r) der stetigen Verinderlichen r, die fiir r > 0 
folgendermaBen definiert ist: 


N(r)=0 fir OSr<r,, 

N(r)=m fir r.sr<r 
T..<Tm4, Vorausgesetzt. N(r) ist also die Anzahl derjenigen Glieder 
der Folge (19), die r nicht iibertrefien. N(r) nimmt nur nichtnegative 
ganzzahlige Werte an, ist streckenweise konstant, und iiberall, auch an 
ihren Sprungstellen, von rechts stetig. Anzahlfunktionen werden hiaufig 
betrachtet. Bezeichnet (19) die Folge 2,3,5,7,11,18,17,..., so ist 
N(r) die Anzahl der Primzahlen bis zur Grenze r; sind die Zahlen (19) 
die absoluten Betrage der Nullstellen einer ganzen Funktion, so ist N (r) 


die Anzahl der Nullstellen im Kreise mit dem Mittelpunkt z=0 und 
vom Radius r usw. 


V. Ee sei f(x) eine im Intervall 0<2<1 definierte monotone 
Funktion, die in einer gewissen Umgebung der Stelle x=0 einer 
Ungleichung 
(20) | f(%)|<a-t+" 
geniigt (» eine positive Konstante). Ist N(r) die Anzahljfunktion und 
4 der Konvergenzexponent der monotonen positiven Folge r,,1,,1%5,-- 
wo 0<1A< oo, 80 tat 


ke tm\ — fet 7 1 fo 
Jim yip5 Sf (F) Sf r(a* ae slim yi, YT (7) 


—— raat 


m+i? 


°9 


VI. Es set f(x) eine fiir x > 0 definierte, positive, stets abnehmende 
Funktion, die in einer gewissen Umgebung der Stelle x=0 der Un- 
gleichung 
(21) f(z)<a-**" 
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und in einer gewissen Umgebung der Stelle x=co der Ungleichung 


yy 


th 


fi z)<2 A—y 
gentigt. Dann ist 


x x 3 
lim : S’¢ pl < | f(z*)dz. 
>". 


r o N (1) a 


Die Bedeutung der Zeichen ,1r,, N(r), 4 ist dieselbe im Satz VI, 
wie im Satz V. — Die Satze V und VI bilden den Zielpunkt der voran- 
gehenden Entwicklungen dieses Teiles. 

Ich will den Beweis des interessanteren Satzes VI zuerst und aus- 
fiihrlicher bringen. Es sei O<a<i<f. Es gibt gemaB Satz IV be- 
liebig groBe Indizes n so beschaffen, daB 


1 1 
Tu u\a Tr | y\? 


ml 
= 
= 


Tn \n 


fir «<n und »y>n. Da die Funktion f(z) stets abnimmt, folgt 
hieraus, daB 


‘? 


a \ (foX\B 
< . “ \ [| Ws < fl y ") 
T» <r((% }? f Tr =!\ n . 


Nach dem Begriff der Anzahlfunktion ist 


(23) f 


(24) Nir,) =n. 


Aus (24) (24) folgt (f(z) nimmt monoton ab!), daB 


Vrs (/ nV) 
ACareai 


\<fr =) dz (ua =1,2,3,...,n—1), 


1 
f(2*)dz (y=—n+1,n+2,n+3,...). 


~ 
“ 
Ad 
wl 
—= 
eis 
= 
a. 
a 
} 
—s 


Nir.) Sad 


Die erste Ungleichung 1aBt sich auch fiir « =m aufrechterhalten. Durch 
Summation iiber u = 1,2,...,n, y=n-+1, n+2,... folgt 


= .. Sse). ba > = PP, 
(25) Wine) & fee) Sf fle )da + J f(z?)dz. 


Diese beiden Integrale sind konvergent, wenn « und # hinreichend nahe 
an A gewahlit sind, kraft der im Satz VI gestellten beiden Bedingungen 
(21) und (22). Die Integrale rechts in (25) sind offenbar stetige Funk- 
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tionen von « bzw. £*). Es sei e gegeben, «>0. Liegen « und B ge- 
o 1 


niigend nahe an 2, so ist die rechte Seite von (25) < J f(z*)dz+te. 
0 


Somit ist Satz VI bewiesen. 


Ich fiige die Bemerkung hinzu: Satz VI bleibt giiltig, auch wenn 
man r auf eine solche Auswahl von Werten beschrankt, fiir welche 
N(r)>r*. In der Tat, es folgt aus (24) und aus (13) fir «= 1 


Nir, )>n> 1," -t, 


“ 


und der Faktor r;“ ist unerheblich, da « durch «’ ersetzt werden kann, 
wo a-<a’ <i. 

Der Beweis von Satz V ist einfacher. Er geht auf die Struktur 
der betrachteten Folge weniger ein. Er stiitzt sich namlich nicht auf 
den Satz III, sondern bloB auf Satz I. Ich beschranke mich auf den 
Fall, daB f(x) stets abnimmt. 


Es sei 8 >A. Dann ist, wie unter 2 gezeigt worden, 


° m 
(18) lim —— (0. 


- 
= ? 
m==x m 


Daraus folgt, gemaB dem Satz I, daB es unendlich viele Indizes n gibt, 
so dab 











a n 2 n _n—l 

ee Mi cae he 

Tn " Tn "s Tn Tn »% 
oder umgesetzt 

i 1 1 
j —-wa ! tr. ae ad n 

Man wahle eine Zahl r, 
7 . 
(<4) Vn 1 r Vy 


so daB r, in den Ungleichungen (26) durch r ersetzt werden kann, d. h. 
derart, daB 


- 


— (eo =1,3,...,59—1) 
Tr ’ 
besteht, woraus 
1 
(28) ¢(%)2r((")*) (=1,2,...,%—1) 
folgt. Gema8 (27) ist 


(29) N(r)=n —1. 


*) Vgl. z. B. Landau: Grundlagen der Theorie der Fakultitenreihen, Miinchener 
Berichte 36 (1906), S. 151-182, Sate I1””. 
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Aus (28) und (29) ergibt sich, da f(z) monoton abnimmt, 


— 


wet (Zeshr((2)")z *[reae. 


n-1 

Re. ee. 7 fi. @ 

wma (F)= MO ad it) > [rah de. 
“= f. ar : 


Aus dieser Ungleichung geht hervor 
. 1 : 1 a 
Bain Zi(iefrebas 


Die Behauptungen des Satzes V, betreffend den Limes inferior und 


monoton zunehmende Funktionen, lassen .sich durch dhnliche Schliisse 
beweisen. 


4. Es ist zur richtigen Beurteilung der Saitze V und VI wesentlich, 
hervorzuheben, daB sie von der Folge r,,7,,7,,... nur die Endlichkeit 
des Konvergenzexponenten und weiter nichts voraussetzen. Werden von 
der Folge r,,r,,7,,... zusatzliche Voraussetzungen, ,,Regularitatsvoraus- 
setzungen“ gemacht, so kann man natiirlich mehr Resultate ableiten, 
sogar mit weniger Miihe. Man kommt dann auf das oft behandelte 
Thema der Ersetzung von Summen durch Integrale. Ich wil] zum Vergleich 
eine besondere Regularitatsvoraussetzung naher besprechen. 


Ich bezeichne L(t) als eine langsam zunehmende Funktion, wenn 
L(t) stetig ist, L(t)>0 fir ¢>0, D(é#) nie abnimmt und 
(30) lim 22%) 4. 

t=o@ 

L(t) soll langsam abnehmend heiBen, wenn (30) besteht, L(t) stetig ist 
und fir #>0,#’>0, L(t)> 0, (L(t) — L(t’))(¢ — #’) [ 0. Jede monotone 
Funktion, die von einem gewissen Wert ¢ an mit einer Funktion 
a(lgt)"* (Ig, t)"* ...(lg,¢)“¢ zusammenfillt (a, u,, u,, .--, #, Teelle Kon- 
stanten, a>0), ist eine ,,langsam wachsende“ oder eine ,,langsam ab- 
nehmende“. Eine Konstante kann sowohl als langsam zu- wie auch als 
langsam abnehmende Funktion betrachtet werden. 

Es besteht der Satz 

VII. Es sei 4 eine positive Konstante, L(t) eine im definterten Sinne 
langsam zunehmende oder langsam abnehmende Funktion, und es set 
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von der Anzahlfunktion N(r) der Folge r,,17,,17,,... angenommen, daB 


li Br) - = 
rxo r L(r) 
Dann ist 
2 ? 1 
1 T. i 
im cay 1 (F) = fra 


vorausgesetzt, dap die Funktion f(t) folgenden Bedingungen geniigt: In 
jedem abgeschlossenen Teilintervall der Strecke 0 <t < + 00 ist f(t) im 
Riemannschen Sinne eigentlich integrierbar. Hs gibt eine positive Zahl n, 
so dap in einer gewissen Umgebung des Punktes t = 0 


Ir(t)|<0-*" 
und in einer gewissen Umgebung von t = -+- co 
If (t)|<e*". 


Auf den Beweis dieses Satzes VII will ich nicht eingehen. Ich habe 
einen nur unwesentlich spezielleren Satz mit 4=1 an anderem Ort*) aus- 
fiihrlich bewiesen. 


It. Uber Nullstellenanzah! und Maximalbetrag der ganzen Funktionen 
endlicher Ordnung. 


1. Es bezeichnet im folgenden: 

g(z) eine ganze Funktion, 

N(r) die Anzahl der Nullstellen von g(z) in der abgeschlossenen 
Kreisflache |z|< Tr, 

M(r) das Maximum von |g(z)| in derselben Kreisflache |z| <r, 

A die Ordnung von g(z). 
D. h. es ist 


(1) lim ‘8/8 M(r) 
Igr 


Ich setze im folgenden A als endlich voraus. 


Ein Hauptthema der Theorie der ganzen Funktionen ist die Fest- 
stellung der Zusammenhiange zwischen N(r) und M(r), d. h. zwischen 
Nullstellenanzahl und Maximalbetrag. Hierauf bezieht sich vor allem das 


%) Géttinger Nachrichten 1917, S.149—159. Der Begriff der ,,langsam wachsenden“ 
Funktion (ohne diesen Namen) ribrt von Herrn Landau her. Vgl. Sur les valeurs 
moyennes de certaines fonctions arithmétiques, Bulletins de |’ Acad, de Belgique (1911), 
8. 443 —472. 
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grundlegende Resultat von Hadamard, das folgendermaBen ausgesprochen 
werden kann: es ist stets 


(2) i ig N(r) — a eet) 
—a 4 gr ~ ome gr 


s 


d. h. der Konvergenzexponent < als die Ordnung, und zwar ist not- 
wendigerweise das Zeichen = giiltig, wenn die rechte Seite (die Ordnung) 
endlich und keine ganze Zahl ist. Um dies Resultat in einer gewissen 
Richtung zu verschirfen, haben vor einigen Jahren mehrere Autoren das 
N(r) 
lg M(r) 
wei, stets unter mehr oder weniger einschrinkenden, mehr oder weniger 
ausdriicklich gesagten zusitzlichen Voraussetzungen oder ,,Regularitits- 
voraussetzungen**). Das folgende Resultat, das auBer der Endlichkeit 
der Ordnung nichts voraussetzt, scheint mir iiber das bisher Bekannte um 
eine Kleinigkeit hinauszugehen: 


infinitare Verhalten des Quotienten untersucht, jedoch, soweit ich 


Es gibt zwei Funktionen von A, p(A) und (A), wohl bestimmt 
durch folgende Eigenschaften: 


a) Fiir die Nullstellenanzahl N(r) und den Mazimalbetrag M (r) 
jeder ganzen Funktion von der Ordnung A gelten die beiden Ungleichungen 





. N(r} 
I) lim < 7(A), 
== Mir) =? 
: miek ow - 
(II) lim ie Mir) = F(A): 


b) es gibt sowohl solche ganze Funktionen der Ordnung A, fiir welche 
das Gleichheitszeichen in (1), wie auch solche, fiir welche das Gleichheits- 
zeichen in (II) gilt. 


Es ist 
(1’) y(A)=A, 


(II) (Af W,(u)u-4—"du)* < (A) < nz! 
0 nn 


Hierin ist p=([A} gesetzt und W,(r) bedeutet das Maximum von 


*) Vgi. u. a. P. Boutroux: Sur quelques propriétés des fonctions entiéres, Acta 
Math. 28, S. 97—224, insbesondere S. 114. G. Valiron: Sur les fonctions entiéres 
d'ordre nul et d’ordre fini et en particulier les fonctions 4 correspondance réguliére, 
Thése, Paris 1914, insbesondere §§ 58—61. Hierher gehért auch E. Lindeléf: Mémoire 
sur la théorie des fonctions entiéres de genre fini, Acta Soc. Scient. Fennicae 31, 
Nr. 1, insbesondere $§ 27—28. 
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Ig |(1 — 2) exp(# + ; +... +£)| am Kreisrande |z|=r; fiir ganz- 
zahliges A ist die linke Seite von (1I’) als =0 zu lesen’). 


Das Behauptete kann auf verschiedenen Wegen unschwer erreicht 
werden. Der Beweis, den ich sofort bringen will, ist bloB ein Anwen- 
dungsbeispiel zum I. Teil dieser Arbeit. 

2. Zum Beweise kann ich ohne Beschrinkung der Allgemeinheit an- 
nehmen, da8 


(3) g(0)=1 
ist. Ich bezeichne die Nullstellen von g(z) mit 
Bg Bigs Bhp << op My 00 


in richtiger Vielfachheit geschrieben und nach wachsenden Betragen an- 
geordnet. Ich setze 
a,|=f,,. 


Es ist also 
O<F, SHS 6S 000 


Die Nullstellenanzahl N (r) ist die Anzahlfunktion der Folge r,,17,, 1,,... . 
Den Konvergenzexponenten dieser Folge bezeichne ich mit 4. Es ist nach 
Hadamard 4< A, Konvergenzexponent < Ordnung, wie eben bemerkt. 

Ich nehme zuerst A als nicht-ganzzahlig an. Dann ist 4= A und 
die Faktorenzerlegung von g(z) hat die Form 


‘ e (fz 
(4) g(z)=eP® JJ EF \—). 
n=1 P \ dy 


In dieser Formel ist p={[A] das Geschlecht von g(z). P(z) bedeutet 
ein Polynom von Grade < p< A. Ich benutze die Abkiirzung 


z 2 s” 
-+ + 


° a 
E,(z)=(1—z)e* * P, 
Wie gesagt, bezeichnet W,(o) das Maximum von lg|#,(z)| am Kreise 





z|= 9. W,(@) ist eine stets wachsende Funktion von 9. Es folgt aus (4) 
lg M(r) lg |P(re*”)| 1 y r 
(5) i>" ta—C Vina (z). 


Die Funktion W,(z~*) ist stets abnehmend. Es ist leicht zu sehen, daB 
sie auch die iibrigen, durch Satz VI des I. Teils der Funktion f(z) auf- 
erlegten Bedingungen (die Ungleichungen (21), (22)) erfiillt. Es sei 
p<«< A. Man lasse r eine solche Auswahl von Werten durchlaufen, 


5) In der vorlaufigen Mitteilung des Satzes, |’Enseignement Math. 21 (1920), 8. 217, 
ist der auf (II) beziigliche Teil irrtiimlich formuliert. 
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fiir welche N(r)>1r* und man wende den Satz VI auf (5) an, wie auch 
den am Ende seines Beweises hervorgehobenen Zusatz. Es ergibt sich 


bad 1 
(6) Hn ey S Bad GF) sfwee ae 

(6) enthalt die Existenz einer fiir nicht-ganzzahlige Werte von A 
positiven Funktion (A) zugleich mit dem Nachweis der ersten Ungleichung 
unter (II’). 

Ich will mich zu g(A) wenden und sofort etwas mehr nachweisen, 
als in (I) (1’) enthalten ist. Es sei 0 << a<1; man bezeichfe mit rJ,(r) 
die Gesamtlange derjenigen am Kreise _z|=—r gelegenen Bogen, entlang 
deren |f(z)|<(M(r))*. Ja.(r) miBt also die Summe der entsprechenden 
Zentriwinkel. 


Es folgt aus der Gleichung von Jensen 


22 
Se = 7; { elo(re)ldy 
0 


rm St 
(man beachte (3)), da 
Qn Sus < (22 — Je(r)) lg M(r) + Ja(r) «lg M(r) 
gema8 der Pant von J,(r). Es ist umgeformt 
aoe Woy 2 87,51. 


Es ist gemaiB Satz V des I. Teils 


l—«@ 
a_ Ja(r) 


(7) lim 7, Seta fe teete [2 


La8t man also r eine passende Auswahl von Werten durchlaufen, so 
ergibt sich 
Nir) 


(8) ~ lim Ja(r) + lim ig Mir) 


1 
‘4Sl 


Keiner der beiden links stehenden Summanden ist negativ. Folglich ist 


lim N i 
Durch (9) ist zweierlei bewiesen: erstens die Existenz einer endlichen 
Funktion (A), zweitens daB m(A)< A. -Aus (8) folgt weiter: Soll in 
(9) das Zeichen = gelten, so mu8 lim J,(r)=0 sein, was auch « sei, 


r=@ 
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0 <a<1. Diesen Umstand kann man, etwas ungenau, aber anschaulich, 
so ausdriicken: Soll eine ganze Funktion, deren Maximalbetrag in gegebener 
Starke anwiichst, Nullstellen in mdglichst groBer Dichte besitzen, so mu8 
sie nach allen Richtungen gleich stark anwachsen. 


Bei der Behandlung der Frage betreffend »(A) war von der Ganz- 
zahligkeit von A keine Rede; vgl. (7). Hingegen war stillschweigend 
A> 0 vorausgesetzt. Das Resultat (9) bleibt auch fiir 4—0, also ins- 
besondere fiir Funktionen von der Ordnung A= 0 richtig, wie die ge- 
nauere Uberlegung der einzelnen Schritte zeigt. 


8. Es bleibt noch iibrig, @(A) nach unten und $(A) nach oben ab- 
zugrenzen. Dies kann, gema8 der Definition der Funktionen p(A), $(A), 
durch je ein Beispiel geschehen. 

Beispiel 1. Es sei A>0O. Es sei A -= und 


(10) g(z)= JJ (1+ 2*n-"*) 


~ 


gesetzt. Es ist 


lg M(r) = > lg(1 +r" n-"*) 
1 


= fig(1+r*u-“*)du+O(r) 
0 


2 @ 2 2 
~rtaifts ‘Igtdt = 4r8 
1 


(Variablenvertauschung ru-~* =¢), wahrend 


N(r)~ Gre. 
Folglich ist fiir die Funktion (10) 
N(r) 2 


ig Mir) ~ a = A. 


Es kann also die Ungleichung (9) fiir keine Ordnung A durch eine scharfere 
allgemeingiiltige ersetzt werden. D.h. es ist p(A)= A, w.z. b. w. 


Das Beispiel 1 bestatigt die an (8) ankniipfende Bemerkung iiber das 
allseitig gleich starke Anwachsen bei Erreichen des Gleichheitszeichens in (9). 
Eine andere Bestatigung ergibt die WeierstraBsche o-Funktion im lemnis- 
katischen Falle, d.h. wenn das Periodenparallelogramm ein Quadrat ist. 
Wenn dessen Seitenlinge =1, so ist fiir o(z) 

N(r) 


lg M(r)~ ig Mir) ~ 2> 


m4 q 7 9 
5 fr, N(r)~ ar’, 


d. h. es liegt der auBerste durch (I) und (I’) zugelassene Fall vor. | 
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Beispiel 2. Es sei r,,17,,7,,.-- eine wachsende positive Zahlen- 
folge. Ihre Anzahlfunktion N(r) sei ~r*Z(r); dabei sei L(r) eine 
langsam zu- oder langsam abnehmende Funktion in dem Sinne des Satzes VII 
im I. Teil. A sei keine ganze Zahl. Es sei [A]=—p gesetzt. Man be- 
trachte die ganze Funktion 


(11) g(2)= J] E,\— = 
a=1 


von Ordnung A und Geschlecht p mit nur reellen negativen Nullstellen. 

Nach Voraussetzung ist, gemaB Satz VII des I. Teils, fiir unendlich wachsen- 
des r und fiir festes p =: 2, 

lg g(re*?) >) Ig E, ( re) 

na=1 

1 


~ N(r) fig E,(—t A giv). dt 


(—1)? ef? 4% 


sin x(A—p) 


Nir 


/9 


wie die Ausrechnung des Integrals ergibt*). Fiir die Funktion (11) ist also 


N(r) sin x (A — p) sin x A 


lim ig M(r) x a . 


T=. 
Durch dieses Beispiel ist die zweite, noch ausstehende Ungleichnng unter 
(II’) fiir nicht-ganzzahliges .1 dargetan. Fiir ganzzahliges A geniigt es, 
auf e-“ hinzuweisen. 


Beispiel 3. Ich setze 


9 on? 
(12) a,=2 . 
Dann ist 

= =. n lg a, 4 
(13) lim “e198 Sa +: _. 0. 


a== ap 


Mit irgend einer Folge von wachsenden positiven ganzen Zahlen a, , a,, a, 
die der Bedingung (13) geniigt, konstruiere ich die Funktion 


(14) g(2)= (1+ (£)") (14 =) (1 ! ey}... 


3/ 


gee*9 


Dann ist fiir jedes feste 0, o >1, 


lg M (a, 0) 


(15 lim — 
a, lg oO 


a==x 


l, 


wie man aus (13) leicht nachweist; es gibt naimlich in der Produktdar- 


") Vgl. Lindeléf, a. a. O. *), 8.53 
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stellung (14) von g(a,o) der einzige Faktor 1+ 0% den Ausschlag. — 
Es ist fiir jedes feste 9, 0 >1, von einem gewissen n an a 


> 4,0, 
gema8 (13), und folglich 


nt+1 n 


N(a, 9) =a,+4,+...+4,. 
Also ist 
° y 0 ° TG. .60 1 
Hime See) ws Ninn St St: tHe 1 
aun Oe OCne) sus a, lg o Igo 


gema8 (13). Nimmt man o in dieser Gleichung zuerst sehr groB, dann 
sehr nahe an 1, so sieht man, da8 fiir die Funktion (14) 


cA ae — N(r) _ 
lim a 0, lim ig Mir) = oo 


r= 2 n=@ 
ist. Es ist iibrigens A = 1, aber hier liegt es nicht an der Ganzzahligkeit 
der Ordnung, wie eine leichte Modifikation der Konstruktion zeigt. 

Wir sehen aus dem Beispiel 3, da8 man weder den Limes inferior 
des Quotienten N(r)/lgM(r) nach wnten, noch seinen Limes superior 
nach oben allgemeipgiiltig durch eine positive Schranke begrenzen kann. 
Eine Begrenzung ist bloB in der Richtung méglich, wie im vorangehenden 
durch die Funktionen g(A) und @(A) geschehen ist. 


4. Die Funktion g(A) ist in den vorstehenden Ausfiihrungen voll- 
standig bestimmt worden, nicht aber die Funktion (A). Von welcher 
Spannweite ist diese Unbestimmtheit ? 

Fiir ganzzahliges A ist @(A) bestimmt, namlich gleich 0, aber dies 
ist trivial. Fir 0< A <1 ist 


x 


A J W,(u)u-4-1du= A flg(1+ u)-u-4-1du = 


5 sin zA~ 

Also fallen fiir 0 < A <1 die beiden fiir ¢(A) durch (II’) angegebenen 
Grenzen zusammen, und in diesem Intervall ist ¢ () vollstandig bestimmt. 
Fiir groBes A entfernen sich jedoch die beiden durch (II’) fiir (A) an- 
gegebenen Grenzen betrachtlich. Es ist namlich*) 


- ae ye -1__ sinzA 
16) (4 f W,(u)u du) = Giga tl +hid)) |emad te” 





wo h(A) eine gewisse, fiir A>0O beschrénkte Funktion bedeutet. Die 
nicht ganz kurze Ableitung von (16) will ich beiseite lassen. Denn viel- 
leicht wird nach vollstandigerer Bestimmung von ¢(A) der Ausdruck (16 
ohne besonderes Interesse sein. 


*) Vgl. eine in ahnlicher Richtung liegende, aber weniger scharfe Formel bei 
Valiron, a. a. O. § 60. 


(Eingegangen am 1. 8. 1922.) 








Additive Theorie der Zahlkérper. II. 
Von 


Carl Ludwig Siegel in Frankfurt a. M. 


In der ersten Abhandlung dieser Serie {Mathematische Annalen 87 
(1922), 8. 1—35]*) habe ich als einfachstes Beispiel der analytischen 
additiven Kérpertheorie die Frage nach der Anzahl der Zerlegungen der 
ganzen Zahlen eines reell-quadratischen Kérpers in s(>5) Quadrate 
ganzer Zahlen desselben Kérpers untersucht. Mit der dort benutzten 
Methode 148t sich unmittelbar dasselbe Problem in einem beliebigen total 
reellen Koérper behandeln. Bei solchen algebraischen Zahlkérpern jedoch, 
unter deren Konjugierten auch nicht reelle Kérper auftreten, miissen Frage- 
stellung und Methode modifiziert werden, denn die Anzahl der Zerlegungen 
braucht in diesen Kérpern nicht endlich zu sein*). Bei dieser Modifikation 
wird dann auch der besonders interessante Fall s = 4 zugiinglich, den ich 
in meiner ersten Abhandlung noch ausschlieBen muBte; ich werde daher 
in der vorliegenden Arbeit das Problem der Darstellung ganzer total po- 
sitiver Zahlen eines beliebigen algebraischen Zahlkérpers als Summen von 
vier Quadraten ganzer Zahlen desselben Korpers behandeln®*). 


*) Dort befinden sich ausfiihrliche Angaben der Literatur. 

*) In dem y—1 enthaltenden imaginir-quadratischen Kérper hat die Gleichung 
z*+-2y*=1 unendlich viele Lésungen, also gilt a fortiori dasselbe fiir die Gleichung 
2f+...+2f=1. 

*) Das Problem der Darstellung beliebiger total positiver Zahlen eines Kérpers 
als Summen von vier beliebigen Quadratzahlen desselben Kérpers ist bereits mit ein- 
facheren Mitteln gelést worden; vgl. meine Abhandlung Darstellung total positiver 
Zahlen durch Quadrate {Mathematische Zeitschrift 11 (1921), S. 246—275]. Das 
wichtigste Hilfsmittel meiner damaligen Beweisfiihrung, das Hilbert-Furtwinglersche 
quadratische Reziprozititsgesetz, wird auch in der vorliegenden Arbeit implizite mit- 
bewiesen und benutzt. Die Forderung der Ganzzahligkeit der Quadratzahlen stellt 
eine sehr wesentliche Erschwerung des Problems dar, die man mit rein arithmetischen 
Mitteln wohl kaum wiirde bewiltigen kénnen. Man vergleiche hierzu z. B. das 
Problem der Darstellung einer natiirlichen Zahl als Summe von vier nicht negativen 
rationalen oder von neun nicht negativen ganzen rationalen Kuben; die erste dieser 
beiden Aufgaben ist fast trivial, die zweite ziemlich schwierig. 
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Das Ergebnis lautet folgendermaBen: 


Satz I. In jedem algebraischen Zahikorper K gibt es ein Ideal n, 
so daB jede in un enthaltene total positive‘) Zahl als Summe von vier 
ganzen Quadratzahlen aus K darstellbar ist. Hs gibt also auch eine 
nur von K abhdngige natiirliche Zahl c,, so daB fiir jede ganze total 
positive Zahl u aus K die Diophantische Gleichung 


BY, /&), (BY - (ey 
(1) (&) + (2) +(2) + (®) =» 
in ganzen Zahlen &,,&,,&,,&, aus K lésbar ist. 
Ist K total reell und vom n-ten Grade, so folgt aus (1) unmittelbar 


ff | <e, Vu™ (E=1,...,4; A=ml,...,%); 


ist aber K nicht total reell, so folgt aus (1) keine solche Schranke fiir 
die Lésungen. Scharfer als Satz I ist also 


Satz Il. Es gibt eine nur von K abhdangige positive Zahl c, (die 
gleiche Bedeutung haben weiterhin ¢,,...,¢,,), 80 daB die Gleichung (1) 
unter den Nebenbedingungen 


(2) Ef”! <¢, Vi u™ | log (2 Nu) (k=1,...,4; h=1,...,n) 
lésbar ist. 
Da die Anzahl der Lésungen der Ungleichungen (2) durch eine ganze 
Zahl &, héchstens c, Nu! log? (2N) ist und dasselbe fiir &, und é, gilt, 
Sn 


so ergeben sich fiir &,,&,, &, héchstens c? Nu! log? (2Nu) den Un- 
gleichungen (2) geniigende Wertetripel; man findet also eine Lésung von 
(1) in héchstens c,Nu* Versuchen. 


Die Satze I und II werden sich unmittelbar ergeben aus 


Satz III. Hs gibt zwei nur von K abhdangige positive Zahlen c,, c,,, 
so daf fiir jede durch 2 teilbare ganze total positive Zahl v aus K die 
Ungleichung 

ag ml tet bel" 
(3) ¢,  Nt-oNrv< a e I? 7 
tly n2+...¢g2=r" 
(@,2)=1 


gilt; hierin durchlaufen n,,...,, alle ganzzahligen Lésungen ton 


(4) ni +3 t+ ni +i =”. 


*) Es ist vorteilhaft, die Zah] 0 (auch im Falle eines total imaginaéren K6rpers) 
nicht als total positiv anzusehen. Natiirlich ist Satz I auch fiir « = 0 richtig. 
‘) Eine obere Abschitzung der rechten Seite von (3) l48t sich zwar angeben, 
ist aber fiir den Beweis von Satz II ohne Interesse. 
Mathematische Annalen. 88. 13 
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Das wichtigste Hilfsmittel beim Beweise dieses Satzes bildet die 
Forme! des unten folgenden Hilfssatzes 1, eine Verallgemeinerung der 
Thetaformel von Hecke. Sie 1a6t sich auch zu einem Beweise des qua- 
dratischen Reziprozitatsgesetzes in beliebigen algebraischen Zahlkérpern ver- 
wenden, in derselben Art, wie Hecke aus seiner Formel das quadratische 
Reziprozitatsgesetz fiir reell-quadratische Kérper abgeleitet hat°). 

Die allgemeine homogene quadratische Form von mindestens vier 
Variablen mit algebraischen Koeffizienten la6t sich in derselben Weise 
untersuchen, wie in der vorliegenden Arbeit die spezielle Form (4); man 
hat zu diesem Zwecke nur die zu jener allgemeinen Form gehdérige Theta- 
formel aufzustellen, was keine Miihe macht’). 


Hilfssatz 1. Es sei K ein algebraischer Zahlkorper n-ten Grades; 
von seinen Konjugierten seien die Korper K"’,...,K” reell, die Korper 
K“*" und K™*"*” (h—1,...,17,) konjugiert komplex. Es seien 
2... 8, wl, ..., u™ 2n Unbestimmte, und zwar t™,...,¢™ positiv, 
gMre Gute (5 1.29%), #%,..., 6 veell, Bint’ a yintntm 
(h=1,...,7,). Ferner sei >} das Grundideal von K, 4 = Nd der ab- 
solute Betrag der Grundzahl von K, o eine Zahl und a ein Ideal aus K. 
Dann ist 


p \ e ~aSiti« —iule+e) } 
oe tigi” + 
, 7 th 1 it?s ay? 2 , - 13 ae 27iS (of) 
-Na-1A7? JT (t™ —iu™) * J] (¢™ 4+ leg@ i")? We etl 
hA=1 h=r,+1 "gf 
av? 


Beweis. Bedeutet f(z) eine quadratische Form, deren reeller Teil 
positiv definit ist, mit m reellen Variablen z,,...,2, und der Dis- 
kriminante Q, und ist F(z) die reziproke Form, so gilt, wenn k,, ..., k,,, 


l,,..-, 4, unabhangig voneinander alle ganzen rationalen Zahlen durch- 
laufen, die Identitat 


n 
—-aF(ht+2at Sb, 2, 


(0) NV g— * f(a+k) — Q-: Ne h=1 
‘i 


Es sei nun («,,...,@,) eine Basis des Ideals a und 
o=m,c,+... +m, 


*) Fir einen sehr hiibschen Beweis des quadratischen Reziprozitatsgesetzes in 
beliebigen quadratischen Kérpern vg]. man die Abhandlung von L. J. Mordell On 
the reciprocity formula for the Gauss’s sums in the quadratic field [Proceedings of the 
London Mathematical Society (2) 20 (1921), S. 289-296". 

7) Man kann sich zum Studium der quadratischen Formen in total reeilen 
Koérpern n-ten Grades auch der Modulfunktionen von n Verianderlichen bedienen, in 
derselben Weise, wie Mordell es im Falle n=1 tut. Bei dem in der vorliegenden 
Arbeit behandelten Problem gelangt man so zu einer Verallgemeinerung des ersten 
Beweises des Satzes von Jacobi iiber die Zerlegung natiirlicher Zahlen in 4 Quadrate. 





0 


n 
yg th) | UA) ® 2 2. WW) ®. \3 
f(x) = Slt la a, +... + ay Z| —te” (a, 2, +... + oy ee) } 
h=1 
und 2, = m,,...,%, = m,, so verwandelt sich die linke Seite von (6) in 
die linke Seite der zu beweisenden Gleichung (5). 
Setzt man nun 
{ ( 
oe g~ ...0 e”...0 
. a) =, = 7; . = U, 
( 
a... al o...e 0...0” 
so hat die quadratische Form f(z) die Matrix 
a’ Ta —ia’'Va=(a'T —ia'U)e. 
Es ist aber 
a’T —ia’U 
(i " t i) ia ual” +2) lr, aren Tt +0) 4 (7, Speers — falter y ret+r.t+)) .. 
az = ta” ua” ied + D_ gol + Day ” -w 1) git fet) Sols Hot a (rs tret 1) ad 
(1) . ( . + (r+ » (+1 (r, + 12) g(t, +1) (7, +1) —(r, +1) 
a (ft —ie”)...& ¢" ~*, 6 «f 2. =e a” 
} , ° ’ 2 rT i? 17 (r,+ » — (7, + rl 
Poy 7 — iu?) . alt ») git) __ tal ) Bias al” 1) gt +1) ial alr +1) ; 
und folglich 
%. 74/4) “a? 2 
a’T —ia’U (—1)" (te —tu™) JF (te +) u™|] )la@’; 
h=1 h=r,+1 
2 ‘ ° ° ° 
da nun |«|° = (— 1)*Na?4 ist, so hat f(z) die Determinante 


mit 


"1 
(7) Q=\aT—ia' U\\a! = Nats f(t” — iu”) 
A=1 h 


und 
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rationalen m,, ..., m 


n* 


Setzt man dann 


=r,+1 
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T, tT? 2 
Te” +\u si 


Bedeutet A = @-1 = (A) (p=1,...,%; g=1,...,%) die su a 
reziproke Matrix, so sind die Matrizen @’7T(T°+UU) "TA und 
a’ T(T*4+-UU)"TA’ veel; es ist also 


a’ T(T + U0) OTR =e'T' (TT +00) A 


a’T (T° + U0) UA’ =a'U(T* +00)" TA’, 


d. h. 


(a’T —ia’V)(T° + U0) *(TA'+i0A’)=E. 


13* 
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Demnach besitzt die reziproke Form F(z) die Matrix 
A(T? + UU) (PA +40 A’)- (A 00 t arog)’ 
T +UU T° +UU 
und es ist 
(8) F(2)— Sf” jae, +... +A ag 
- a gmt) td eT n 


(a) ' 
= (AM s+... + As 2a)'I. 


..»» A, Basis des Ideals ~ und 


+ 


v _—_— : 
4 4 | «u™ 





Ferner ist bekanntlich A 


1? 
n w n n 
(9) m, = » o™ AL’, l,m, = S(o> L. A,). 
A=1 k=1 k=1 


Wegen (7), (8), (9) stimmen auch die rechten Seiten von (5) und 
(6) iiberein. 

Hilfssatz 2. Hs sei wv eine feste ganze Zahl +0 aus K. Ich 
seize, wenn u"),...,u™ dieselbe Bedeutung wie in Hilfssatz 1 haben, 
(10) 8(u)= Se Nir eed 2 
wo A alle ganzen Zahlen von K durchldujt. Es set y eine Zahl aus K, 
bd das Grundideal, 4=Nbd und a der Nenner von (y)d. Dann ist, 


wenn u—w-+2y gesetzt wird, 


rT, T,+Te 
‘ 9 = ,i—3 ° = a] Bi ad 
(11) ®(w+2y)—Na-4 tT (| — iw)-4t JT (jx |"? + | w® *) 
A=1 A=r,+1 
s » Lilt tine 
xs —— ——_—— 
y ¥ 2+10/* WV’ pitaztS(o*y+on) 
x e o= errer . 





1 e moda 


Beweis. In (10) setze man 4=«-+ 0 und lasse « alle Zahlen von a, 
o ein volistindiges Restsystem moda durchlaufen. Dann wird 


= 1 8. 2 
. -a8 { a+o| —t(w+2y)(a+o) \ 
S e ¥ 


O(wt2y)=y S 
aia emoda 
1 2 ‘ 
-— 28 § — |a+o|*-iwlate 
= S'etxt8e'r) Se Viel Te! 0} 
a te > 
eo mod a ala 


also, wenn Hilfssatz 1 mit : , w statt ¢, w angewendet wird, 


r, 
, ‘ e8. 7. _1 , — ° - 
A (w 4 2y) S’ eg27iSlo ” Na 14-3 IT yp (hr) _ a tw) 
hA=1 


1, +Te - ‘a 
t IT ( yh) |—* 4 Jay th)|* \-4 
e moda r,+1 . 


A= 
? 2 
_|9 u\ +i@e . 
-—28§ : ; +22iS(op) 


Se v “+|0)]~ 
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Hieraus folgt die Behauptung (11). 


Hilfssatz 3. Es sei » eine feste ganze Zahl +0 aus K und 3(u) 
die zu diesem v gehorige Funktion im Sinne des Hilfssatzes 2. Man setze 
fiir jedes ganze w aus K 


uae 9, | e+ 00 +1, ° 
B(u)— 3 ¢ . 


n?+ ++ tng= “ 


und, wenn 2Q,,...,2, eine Basis des zum Grundideal reziproken Ideals 
; bedeutet, 


dann ist 


1 
(12) Biv) “J... fO'(u)e-#8enda, ...dz 


o*(w) = 5 B(u)ex*Sur, 


n 

S{u(u—v)}=2>S2,8{2,(u—yr)}. 
k=1 

Die n GréBen S{2,(u—-¥)} sind stets ganz rational; wegen |2;”| + 0 

(p=1,...,m; g=1,...,m) verschwinden sie aber simtlich nur fiir 

u=yv. Bei der offenbar erlaubten gliedweisen Integration der rechten 

Seite von (12) liefert also nur das Glied «4 =—~y einen eventuell von () 


verschiedenen Beitrag zum Integral und dieser hat gerade den Wert B(v). 


Hilfssatz 4. Hs setenu™,..., u™ n Zahlen, und zwar u”,..., wu” 
reell, u'*» und utnt® (h=1,...,17,) konjugiert komplex. Es gibt 
eine nur von K abhdngige positive Zahl c., so dap fiir jedes positive 
M =} 1 die 2n Ungleichungen 


(13) B u™ — 2a| <=, 0<|p"|<M (h=1,...,n) 


durch eine ganze Zahl B von K und eine Zahl « des zum Grundideal 


reziproken Ideals : befriedigt werden kénnen. 


Beweis. Bedeutet 2,,..., 2, eine feste Basis von ; , 80 wird 
durch die Relationen 
Bs 
(14) A" um = x) + 2, i +...4¢0,0% (hal,..., 8), 
(15) 04 a <1, ..<, 0<2z,<1 
*) my, ..+, , Gurchlaufen alle Lésungen von 7? + ... +7?= in ganzen Zahlen 


des Kérpers K. 
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jeder ganzen Zahl 4 aus K eindeutig eine Zahl x des Ideals : und ein 


System von n reellen Zahlen z,,..., x, zugeordnet. Ich setze 


(16) 2,QM+4...12,0M—H, fir h—1,...,%, 


= H,+46,,,, fir h=17,+1,...,7,+7,; 


dann entspricht jedem 4 ein bestimmter Punkt mit den reellen recht- 
winkligen Koordinaten H,,...,H,. Dieser Punkt liegt wegen (15) in 
einem festen parallel zu den Koordinatenachsen orientierten Wiirfel mit 
der Kantenlange c,. 


Die Anzahl der Lésungen der Ungleichungen 


a . M ‘ -M 
(17) lS -- WIS 


in ganzen / ist nun groBer als (cM) und diese Zahl ist >1 fer 

M>c,.- Zerlegt man daher fiir M >c,, den Wiirfel in [c,M]" Teil- 

wirfel mit der Kantenlange (eM) , 80 liegen in einem Teilwiirfel zwei 
| 


verschiedenen Zahlen 4, und 4, zugeordnete Punkte. Deren Koordinaten- 


% oo Gy , ee 
(eM) =iM° Mit Riicksicht auf 


(14) und (16) gibt es also zwei Zahlen x, und x, des Ideals - so dab 
die » Ungleichungen 


differenzen sind daher nicht gréBer als 


(ae — af?) a — 2 (x — x”) <274,V2. “ kh =i, ...,%) 
gelten; und zugleich ist wegen (17) 
0< js —iaP isc M (h=1,..., 2). 


Die Zahlen 6 = 4, — 4, und « = x, — x, lésen daher die Ungleichungen 
(13), wenn c.>c,, gewahlt wird. Offenbar kann c. so groB gewahlt 


werden, da8 sie auch fiir den bisher ausgeschlossenen Fall 1 << M <c,, 
lésbar sind. 

Hilfssatz 5. Es sei d das Grundideal, 4= Nd, Q,,...,2, eine 
Basis von ~, M>V4, a ein ganzes Ideal, das der Ungleichung 


” 


Na<™~ gentigt, und 6 eine Zahl aus K derart, dap (3) den Nenner a 
bestitzt. Das Gebiet des x, ...x,-Raumes, welches durch die Ungleichungen 


1 


(18) 2, OM 4+- ... + 2, 2 — 6™| < ——_ 
2MyYNa 


(kh =1,..., %) 
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definiert wird, heiBe B,. Es seien 5* und 5** zwei mod > inkongruente*) 
Zahlen 5, a* und a** die zugehdrigen Nenner, B,. und B,.. die ent- 
sprechenden Gebiete, x*,..., 2, und xf*,..., xf* zwei beliebige Punkte in 
diesen Gebieten. Dann sind }u*=22,+...+42%2, und hu** 
: = 
2f*Q,+ ...+28*Q, mod “ inkongruent”). 
‘ ~ ( 1) 
Beweis. Ware }u* = }u**| mod 5)» 80 folgte wegen 
I 

o*=+5™ ( mod 
daB die Zahl 

1 


9 


1 \ 1 P 
u* — §* 5 u**— 3") (u* *) — (e° ~ 38") 
eine von () verschiedene Zahl ist, deren Nenner in a*a**d aufgeht. 


Andererseits folgt aus (18) die Ungleichung 


n 1 


9 - 
a’) 1 : l < - 2M 4 N (a* a** dD) m 


also 
N (a*a**d)| Na| <1. 
Links steht aber eine ganze rationale von () verschiedene Zahl, und das 
ist ein Widerspruch. 
Hilfssatz 6. Hs set x eine Zahl des Korpers K. Es gibt zwei 


nur von K abhdngige positive Zahlen c,, und c,, und eine (von x ab- 
hangige) Hinheit « aus K, so daB die Ungleichungen 


(19) C,.|Nx ni xe(h) eth)? < C.. Nz " (h Ds phacaentee 
gelten. 


Beweis. Fir x = 0 ist (19) trivial; und das gleiche giit, wenn der 
Korper K rational oder imaginir-quadratisch ist. Es sei also x +0 und 


fy,-++& (f=, +7,—121) ein Fundamentalsystem von Einheiten. 
Von den r+ 1 Gleichungen 

1 
¢ (h) ' (h) -_, , 
(20) y, log|e;"|+ ...+ y,log|«, log|x™ Nx *®| (h=1,...,r+1) 


ist dann die letzte eine Folge der r vorhergehenden Gleichungen; diese 


*) Zwei Systeme von je n Zahlen u",..., u™ und v", ..., v™ heiBen inkon- 
1 . . ( : : , 
gruent mod 5’ wenn die n Differenzen u“’—v"),...,u'—v™ nicht die nm Kon- 


jugierten einer Zahl des Ideals . sind. 
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aber sind unabhangig, da der Regulator +0 ist. Also ist (20) in reellen 
Zahlen y,,.--,y, lésbar; and die Gleichungen gelten auch noch fiir 


Ty) [ yr] . 
h=r-+2,...,n. Setzt man nun | = 41 --+s |] = 2 80 ist 
nae 
22, log |e”| + ... +22, log|e”| — log|x™ Nx *|| S c,,, 


so daB die Zahlen c,, = e-, c,, = e% und die Einheit «=e; *...¢, * 
das Verlangte leisten. 


Hilfssatz 7. Es sei a ein ganzes Ideal, > das Grundideal und « 
eine Zahi des Ideals =. Dann ist 


5 ett Sie) f 0 fiir nicht ganzes («)Dd, 


o mod a | Na fiir ganzes (a)d. 
Beweis. Setzt man 
>» e22tS(oa) = b 4 : 
: omoda 
80 Ist 
Ly [P= 3S ett soa Se-27t8ea — Na Y e2?7*Stem — Na AF 

emoda rmoda e moda 

also 


y 0 oder Na. 


Eine Summe von Na Einheitswurzeln hat aber nur dann den Wert Na, 
wenn jede 1 ist. Also ist =, = Na dann und nur dann, wenn alle 
S(o«) ganz rational ist; ist aber fiir jedes ganze » die Zahl S(mw«) ganz, 


so gehért bekanntlich « dem Ideal . an. 


Hilfssatz 8. Hs sei y eine Zahl aus K, d das Grundideal, a der 


‘ , 1 
Nenner von (y)d und mu eine Zahl des Ideals >" Setzt man 
G(y, 2) = > etter ten, 
emoda 
so ist 
n 
. 2 = 
|G(y.4)| 52° VNa 
und. wenn a zu 2 teilerfremd ist, sogar 
IG(y, #)|= VNa. 
Beweis. Es ist 
|G(y, iT \" ae } Wet 7ist a —a*)y +(o-a)u} . 
emoda emoda 
also, wenn 9 =o +1 gesetzt wird, 
(21 |G(y, ) |’ == ST et riStetytem Y e27iS(2ory) 


tmoda amoda 
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Nach Hilfssatz 7 ist nun 


(22) > e2*tsRery) — 
omoda 


0 fiir nicht ganzes (2ry)b, 
Na fiir ganzes (2t7)bd; 

und da (y)b den Nenner a hat, so ist (2ry)b ganz oder nicht ganz, je 

nachdem a in 2r aufgeht oder nicht. Ist nun a zu 2 teilerfremd, so ist 

a|2r nur fiir t=0(moda), also genau einen Wert von 1, und dann ist 


e2ztS(ty+tu) — : 
und folglich nach (21), (22) 
(23) |G (y,«)|"= Na ((a, 2) = 1). 


Ist aber a ganz beliebig, so ist jedenfalls 2r fiir héchstens N2 = 2” mod a 
verschiedene Werte von rt durch a teilbar und daher nach (21), (22) 


(24) \G(y, u)|*<2"Na. 
Aus (23) und (24) folgt die Behauptung. 

Hilfssatz 9. Hs set » eine ganze Zahl aus K, bd das Grundideal 
und a ein ganzes Ideal. Es durchlaufe y ein System von (a) *) mod 
inkongruenten Zahlen, fiir welche (y)d den Nenner a hat, und man setze 

G(y, 0) = G(y) = S etrisern, 


emoda 


‘y :; 
H (a) = > (F2) e~tatsen, 


Dann hangt H(a) nicht von der speziellen Wahl der Zahlen y, sondern 
nur von dem Ideal a (und der Zahl v) ab, und es ist fiir jedes zu a 
teilerfremde ganze Ideal 6 

H(ab)= A(a) H(b). 

Beweis. Jedes System von y(a) Zahlen y, welche einander mod = 
inkongruent sind und fiir welche (y)d den Nenner a besitzt, ist dem vor- 
gelegten System mod 2 kongruent; also hingt H(a) nicht von dem spe- 
ziellen System ab. Haben o(b) Zahlen 4 dieselbe Bedeutung fiir b, wie 
die w(a) Zahlen y fiir a, so sind auch die y(a)p(b)=¢q(ab) Zahlen 


y +6 einander mod ; inkongruent, und (y-+6)d hat den Nenner ab. 


Durchlauft ferner g ein vollstaindiges System mod a inkongruenter Zahlen 
des Ideals 6 und o ein vollstaéndiges System mod 6 inkongruenter Zahlen 


10) Es ist » (a) gleich der Anzahl der moduloa inkongruenten zu a teilerfremden 
ganzen Zahlen. 
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des Ideals a, so bildet 9 +o ein vollstandiges Restsystem mod (ab). 
Daher ist 


(25) G(y+8) = Met tSleroPe+h) — Sy etaisety VW etaisior 
} emoda omod6 omoda amodb 
G(y)G(d), 
s 4 
H(ab)= yD’ | G(y t) e -~22i138(riy+4)} 
— \ J 
; r) N(ab) 


‘fg ‘ ¥ 4 
¥ (5) e~ 27t Sry) > (Se) e~? ti S(vd) 
<—/ \ Na Nb 


7 


H (a) H(b). 


Hilfssatz 10. Hs sei a ein zu 2 teilerfremdes ganzes Ideal, } das 
Grundideal und y eine Zahl aus K, fiir welche (y)d den Nenner a hat. 
Dann ist, wenn G(y) die Bedeutung des Hilfssatzes 9 hat, 


(26) (G(y))* = Na?. 


Beweis. Fir a=o ist der Satz trivial. Wegen (25) braucht die 
Behauptung (26) nur fiir den Fall bewiesen zu werden, daB a Potenz eines 
Primideals ist, a=p*,p +2. Ist k>2, so durchlaufe 0, ein System 
von Np modulo p* inkongruenten durch p*-' teilbaren Zahlen und 0, ein 
volistandiges Restsystem mod p*-', dann ist 


(27) G(y) a >» DS ett Sliert on" 7) . Ss ett teein SD e2*tS@ereay 


21 Os es eo 


Nach Hilfssatz 7 ist S=—0 fir p+o,, —Np fiir p|o,, und daher, 


wenn @ eine genau durch p’ teilbare ganze Zahl bedeutet, nach (27 ) 


es hat aber (@*y)b den Nenner p*-*. Daher geniigt es, (26) fiira =p + 2 
zu beweisen. Es ist aber nach Hilfssatz 7 


7 , 7 © 1 /o\ " (—1)\ 
G — . 22% S(oe*y) N e2*ttS(ey) — 5 {—} e2+tS(oy) — <a Pa 
w= é ya “a \>/° yp) a ‘ 
e mod p omodp amod p 


und folglich 
2 [—1\ ,, \3 
G(y)! = G(7)4(- fi Y }\G(y). 


Hieraus ergibt sich wegen Hilfssatz 8 die Behauptung. 


Hilfssatz 11. Hs sei » eine von 0 verschiedene ganze Zahl aus K, 
p ein zu 2 teilerfremdes Primideal, p*|v. Dann ist, wenn H(p*) die 
Bedeutung des Hilfssatzes 9 hat, 


Additive Theorie der Zahlkérper. II. 195 


0 fiir a>k-+2, 
(28) H(p*) = — Ny-*-* fir a=—k-+1, 
Nyp-*'(Np—1) fir loack, 


x k 
(29) 1+ \'H(p*)=(1 — Np-*) SNp-. 
a=1 a=0 


Beweis. Es durchlaufe y ein System von (p*) modulo + inkon- 


gruenten Zahlen, fiir welche (y)b den Nenner p* hat; dann ist nach 
Hilfssatz 10 


H (p*) y’ G 2) e-tatsen == Np-* »’ e~ 22tS8(ry), 
+ \m 
Fir 1<a<k ist (»y)d ganz und daher Y= y(p*)=— Np* (1 we) 
Pu xo 1 


Fiir a>k-+1 hat (»y)bd den Nenner p*-*, dann ist 


SY e- 24807) — Nyt p(pe-*) - —Np fir a—k+1, 


0 fir a=>k-+ 2, 
und folglich 
(31) H(p*)= — Nyp-*-? fir a=—k-+1, 
(32) H (p*) = 0 fir a>k+2. 


Die Gleichungen (30), (31), (32) liefern die Behauptung (28). Ferner ist 


* k 
u ; 1 
1+ DS) H(p*)=1+ Dd) Np-*(1 np) — Net 
a=1 a=1 
k k k 
‘ a: ee 
S' Np-+— SN p-e-8 = (1— Np-*) 3) No-*, 
a=0 a=0 a= 


womit auch (29) bewiesen ist. 


Hilfssatz 12. Es set v eine von 0 verschiedene ganze Zahl aus K, 
{ ein Primidealteiler von 2, und 1*'+ 4». Dann ist, wenn H (1*) wie 
in Hilfssatz 9 erklart wird, 


H({*)=0.' 





ro] ® 


Beweis. Es sei [*|2, 4 eine genau durch | - teilbare ganze Zahl, 
> das Grundideal und y eine Zahl derart, daB (y) den Nenner [* hat. 
[<]+ 


e- 
Durchlaéuft 9, bzw. 0, ein vollstandiges Restsystem mod [ bzw. 
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a 

—-I—¢ 
| 7] , 8o durchliuft 9 = 0,4 -+ 9, ein vollstindiges Restsystem mod [*; 
es wird also 
Gly) = Detsen— ¥ Y gtztS(@rtesy) — yy yr gtrt Sef y+tertesytezy) | 

e Gi Os Ci Os 
P o-2| : +e 

Nun setze ich 9, = 9,4, + @,, wo die ganze Zahl 4, genau durch | 

retail. [F] e-2[F] +6 
teilbar ist und 9, bzw. e, Restsysteme mod [ bzw. I durch- 
laufen; dann ist 


(33) o? 4° = 93 Af 4°+ 20, 0,4,4° + 02 4° = 02 4° (mod [*) 


und daher 


G(y)= Dy ett Sei? n DetttSeir+2ectesy DY e27t8@estitery , 


« ~ Cs 
a a = os 
la] \ also ist S'—0 fair 11 + ess 
es 


Hierin hat (24, 4y)d den Nenner | 





a 
2 


sl-e 

wt?! gar 1{* eee 
G(y) = we 2 | STetrtSehi'n 

also wegen (33) < 


(34) 6(7) = wt!) @ca"y) 


a 
2}—j-2e 
Nun durchlaufe y, ein System von NI ta modulo . inkongruenten 


a 
2}—|-2e 
Zahlen, fiir welche (y,)d einen in [ [3] aufgehenden Nenner hat, und 


(5 





+2e 


2 i 1 
y, ein System von ¢(l ) modulo -—---—— inkongruenten Zahlen, 
2}—|-—2e 
dt lz] 
fiir welche (y,)d den Nenner [* hat. Dann ist (4° y,)d ganz und nach (34) 
| % y’ G (y +72) . —82t 8 lv lyr + } 
H(t)= SS’ wie e~ 8263 (rr + 10) 
v1 Ys 
2 ‘ 
5 ( GCA Y2) ee S) ¢-22tS rn): 


-~ wit belt? v1 


2| 5 —2e 
-8e-1 . _ | 2 ; 
wegen [*~*°~* +» ist a fortiori | +» und daher 


Dde-*48en— 0, HA({*)=0. 
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Hilfssatz 18. Hs see a>1, 1*|2, b das Grundideal und y eine 
Zahl, fiir welche (y)b den Nenner 1° hat. Es habe G(y) die Bedeutung 
von Hilfssatz 9. Dann ist fiir ungerades a stets G(y)=0; fir gerades 
a ist G(y)=0 oder =NI*, und zwar tritt leteteres fiir genau 
ve (1—;) modulo ~ verechiedene Werte von y cin"), 

bieele Nach (21) ist 

G(y)|° = _Sre®ztSe*n S etatS@ory) — NI*G(y), 
rmod(* omod{* 
also 
(35) G(y)=0 oder =NI’. 
Durchlauft y ein System von y(I*) modulo : inkongruenten Zahlen, fiir 
welche (y) den Nenner [* hat, so ist 


(36) G(y) = DSetrise*y — > D> Dd ett Se"), 
<P Y b=0 (>t rmodl* 


Nun ist ion 
0 fir a—2b>2, 


Det rt Ste*y) — Wie" fiir a—2d=1, ({*|z), 
, p(t*) fir a—2b<0 


ferner gibt es y(I*~”) modulo [* verschiedene genau durch [° teilbare rt. 
Fiir ungerades a geht daher (36) iiber in 


a+1 


SG(y) = — NI*" (1? )+ Se(t*)p(t*”) 
7 ea 


a+1 
1\f rya—l ary 2 “hs ) a—b 1 al 4.19) 
=(1-y,){-Nitw* +a y wit (1—5;) +I} =0;%) 
be 
also ist nach (35) stets G(y) = 0. 
Fiir gerades a folgt aus (36) 


a ; , 
N= SJ o(t*)o(t)=wt (1-3) Yowy=at* (1-3) we" 


7 : \ 
> Gy NL 


, 
=0 
7 Pe b 
z 
a 


so daB G(y) nach (35) genau NI° (i — yj)mal den Wert N{* besitzt. 


%) Ist {'|2, so tritt natiirlich der Fall eines geraden a nicht auf. 
a-—1 
‘) Fiir a=1 ist .’ durch 0 zu ersetzen. 
a+1 
b= r 
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Hilfssatz 14. He sei {|2, (°|2, ac, d das Grundideal und y 
eine Zahl derart, daB (y)> den Nenner {* besitzt. Es habe G(y) die 
Bedeutung von Hilfssatz 9. Dann ist |G(y)|° = NI*** fir a>2e, =0 
fiir c<Xa<2c und ungerades a, = 0 oder = NI*** fiir cS a<2e 





8a 
und gerades a, und zwar tritt letzteres fiir genau N1* (1 -- nm) mod ~ 
verschiedene Werte von y ein**). 
Beweis. Nach (21) und (22) ist 


G(y)|°= NIP Sy e®2éSe*n, 


{* ~*!rmod(* 


wo t nur die mod{* verschiedenen Zahlen des Ideals {*~° durchlauft, und 
daher, wenn / eine genau durch [*~* teilbare ganze Zahl bedeutet, 


(37) G (7) . NI* an e278 (a%i'y) 


a mod (° 
Ist nun a > 2c, so ist (A y)d ganz und folglich 


|G(y) *= NI**. 


Ist aber c < a < 2c, so hat (4'»)d den Nenner [°° “, der in [° aufgeht; 


dann ist also wegen (37) 
G(y)\° = NI"**G(a*y). 


Nach Hilfssatz 13 ist fiir ungerades a die GréBe G(A°y)= 0, also auch 


G(y)\*=0, und fiir gerades a ist G(i°y)—0 oder — NI®*~*, also 
? g' 7 


G(y)\"=0 oder = NI***. Es gibt nun p(1*) modulo : inkongruente 


Zahlen y, fiir welche (7) den Nenner {* hat; diese liefern ebenso viele 
Zahlen i°y, welche aber zu je NI**~** 


einander mod 5 kongruent sind. 
Nach Hilfssatz 13 ist also im Falle 


eines geraden a des Intervalls 
2c-—a 
¢<a< 2c die Zahl G(y) * = W(°** far genau wee"wr? (1 — Wi 
3a 


2 


2 1 ) ¥ , 
= NI \1 — ¥) modulo 5 inkongruente Zahlen y. 


Hilfssatz 15. Es sei » eine ganze von 0 verschiedene Zahl aus K, 
{ ein Primidealteiler von 2, {°|2, {*|», k>c. Dann ist, wenn H({*) 
wie in Hilfssaiz 9 definiert wird, 


1+ YA((*)> Nr. 


a=1 


%) Vel. FuBnote **). 
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Beweis. Ist der Nenner von (7) ein Teiler von [°, so ist wegen [°| » 
die Zahl e~?7*S7) —1 und daher fir loacec 
4 
H(t")= S(G) 
: 


also nach Hilfssatz 13 


0 fiir ungerades a, 
(38) H({*)={ § " (lSaSo). 
NY (1 -- Ni) fiir gerades a 


[3] 


Aus (38) folgt 





¢e 2 e 
(3) 1+ SA(I*)=14+ 5/yt’(1- 4.) = will, 
b=1 


a=1 

Nach Hilfssatz 14 ist fiir a> 2c 

(40) |H(I)|< 3 Ni*-** 9 (*) = WI*-*(1—5.); 
ae \ Ni? / 


nach Hilfssatz 12 ist fir a>k+2c+2 


(41) H({*)=0. 
Aus (40) und (41) folgt 
2 k+2e+1 . 
(42) SH (t*)| < St" (1— y,)=1-ye*. 
a=2c a=2c 


Ferner ist nach Hilfssatz 14 fiir c< a < 2¢ 
(° fiir ungerades a, 


(43) |H(I) <4 8e_ ' of = 
. _ ~s 1 Nt 2 1 . 
| Nt (1 _ x) (xc? = NI (1 — wi) fiir gerades a. 


/ 


(43) liefert 


2e—1 e—1 


(44) » H(t") < Ser t) wi GIL, 
a=ce+1 o=[<] +1 


~ 


und dies ist auch noch fiir ¢c=1 und c = 2 richtig™). 


e-1 
4) Fir c=1 und c=2 ist 5) durch 0 zu ersetzen. 


b= (| +1 
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Aus (39), (42), (44) folgt nun, da H(1*) reell ist, 


¢ 


1+ SH((*)> will _ at Gl —1)-—(1—yr**) 


e 


| Gy > yit-*. 


tola 


_ wit 


Hilfssatz 16. Hs sei h die Klassenzahl von K, v eine durch 2 
teilbare ganze Zahl, aber nicht durch 1°*** teilbar, wo 1 jeden beliebigen 
Primidealteiler von 2 bedeutet und {°|2 ist. Es durchlaufe a alle ganzen 
Ideale. Dann. ist, wenn H(a) die Bedeutung von Hilfssatz 9 besitzt, 


\N»| SH(a)>¢, St, 
a ¥ 


t 
wo t alle Idealteiler von v durchlauft. 
Beweis. Nach den Hilfssitzen 9, 11, 12 ist YH(a) absolut kon- 
vergent. Setzt man zur Abkiirzung ? 
J(p)=14+ 24H (*), 


so ist also nach Hilfssatz 9 


(45) 2H (a)= TJ (), 
wo p alle Primideale durchlauft. Nach Hilfssatz 11 ist fiir p + 2 
(46) J(p)=(1— Np-*) S Np-*. 

y4\y 


Wegen der Voraussetzung [*|», [°**" + » ist nach Hilfssatz 15 
(47) J()> are?" > 4, (1 - NI") SNI™. 
ed Ed 


Ferner ist, wenn p alle Primideale durchlauft und fg die Zetafunktion 


von K bedeutet, 
(48) (1 — Np~*) = ¢z' (2) =¢,,. 
Aus (45), (46), (47), (48) folgt 
Nv| SH(a) > ¢,,| Nr T( SN p-*) = cy, S Nt. 


P yFly 
Hilfssatz 17. Hs sei » eine beliebige von 0 verschiedene ganze 
Zahl. Es habe H(a) dieselbe Bedeutung wie in Hilfssatz 9. Dann ist 
S |H(a)|\<c,|Nr|*. 
Na>y|¥>| 
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Beweis. Diejenigen Primidealteiler des Ideals a, die in a zu héherer 
Potenz aufgehen als in » und zu 2 teilerfremd sind, mégen mit p,... 
und ihr Produkt mit { bezeichnet werden, diejenigen zu 2 teilerfremden 
Primideale, welche in a nicht zu héherer Potenz aufgehen als in », mit 
q,...; endlich seien [,... die Primteiler von 2 und <& ihr Produkt. Besitzt 
a keinen Teiler p, so sei BP—o. Setzt man dann 


A ee 
ee Te (r>1, #>0, t>0), 


b=q’...{*... 
so ist nach Hilfssatz 9 
(49) H(a)=H(p’)...H(q*)... H(U')...=H(p)... H(6), 
nach Hilfssatz 11 
50) Hip") mS fir p’-!+ », 
wn (P=) _ y-r-1 fir pr-t]>, 
nach Hilfssatz 12 
(51) H(t')=0 fiir (** + 4», 
nach Hilfssatz 8 

fn 4 

(52) H(b) <6) (28 5) S Cee Nb. 


Wegen (49), (50), (51), (52) ist 


es a ' ‘ 
P 0 fiir BRL > 4 ¥, a5) 
(53) H(a)\< , ‘ 
¢,,Na NY fiir ga\ +”: 
Nun ist a= t ein ganzes Ideal, also Nr >1; und andererseits folgt aus 
Na>Vj\N»| die Ungleichung Nr > * rae Die Anzahl der Idealteiler 


t von (4y)2 ist nun sicherlich <c,,|N»|*. Mit Riicksicht auf (53) gilt 
demnach . 
d|H(a)\< C40 | > [heyy SNP min(1, ee): 
Na>yi¥r\ B V¥\ Ny 
wo § alle Produkte von verschiedenen Primidealen und das Einheitsideal o 
durchlauft. Also ist a fortiori 
D|H(a)| Sey ey|Nr|* (Sy Na-|Nr| ?+ y Na-*) 


Na>yiNr Nasy\|¥r\ Na>y| ri 


<¢,|N>|* (| Welt) Wo] + | Wel) < ey | Nl. 
us, 2 
) Ba 


Mathematische Annalen. 88 14 


+4» bedeutet: Das Ideal (4 18 : ist nicht ganz. 
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Hilfssatz 18. Es set v eine feste ganze von 0 verschiedene Zahl 
aus K, die den Bedingungen 

1 1 

(54) ¢,,|Nvi*< || <c,,|Nr* (A=1,...,#) 
mit den Konstanten ¢,,, ¢,, aus Hilfssatz 6 gentigt, und 0(u) die zu 
diesem v gehérige Funktion im Sinne des Hilfssatzes 2. Ferner sei d 
das Grundideal, A=Nb, Q,,...,2, eine feste Basis von ~ und 
u=2(2,2,+...+2,2,). Zu jedem System von n reellen Zahlen 
Z,,---,%, gehdrt eine Zahl y von K mit folgenden Eigenschaften: 

1. Der Nenner a von (y)d geniigt der Ungleichung Na<V\ Nr, 

2. wird w= u— 2y gesetzt, so ist, wenn G(y) dieselbe Bedeutung 
wie in Hilfssatz 9 hat, 


Lal = + T, a ie 
(55) @(u)—Na- i (hr) ~* _ ¢w) ; it y (h) “Ft | wp) “) aly ) 
A=t 


A=r,+1 
Coq N {02 (,9 |" + |t0|")} teem tiviarcini*+ 1w1*, 
Qn = 

Liegt der Punkt x,, ..., 2, in einem der mit M = VA*| Nv) konstruierten 
Gebiete 8; des Hiljssatzes 5, 80 kann insbesondere y = 6 gewahlt werden. 

Beweis. Nach Hilfssatz 4 gibt es eine ganze Zahl f und eine Zahl a 
des Ideals ~ so daB die Ungleichungen 

a™ 


(56) ju — 255 |S tay O<PMSVING (h—1,....0) 


gelten. Setzt man he y, 80 hat also der Nenner a von (y)b die Eigen- 


schaft 1. in der Behauptung. Nach Hilfssatz 2 ist nun, wenn G(y, «) 
dieselbe Bedeutung wie in Hilfssatz 8 hat, 


(57) #(u) = 9(w+2y)—Na-*a~*7f(| ¥™|-* — sro)! FL |-* + | wo |?) 
A=1 


A=n,+1 
282 aed Fd bee a De 
. , . -2 oy 
< VG(y, we ’ ro 
1 | 
ap |* 
Fiir die Reihe 
st. we? +t me? 
. : — 
S,= “Gly, ue vl + ie 


> ato 
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gilt nach Hilfssatz 8 die Abschatzung 


Iv|~*11* 
28 — 


S,|<e,Nat Se ivi *+iwi®, 
“u+o 
Jeder Zahl yw des Ideals + entspricht vermége der Ungleichungen 


" 4 ~ 


(je™ | -* + | wo |* -.— 


(58) m, YN{\» a®(|»|~* + |w *)} eS Ru 
Cy, | x |~? 5. | 
(1) |-*4 | +t 2 2 - 5; 
< (m, +1) EL HY gy} ar(lr[-* + |eol?)) 
Coy | ¥™ | # 
) Peer re 


fir h={r,+1,...,%+f, 
7, + % +1,..-58 
ein System von ganzen rationalen Zahlen m,,...,m,,. Sind u* und u*™* 


zwei Zahlen des Ideals, denen dasselbe System m,,...,m,, zugehdrt, so 
folgt aus (58) die Ungleichung 


|N (u* — w**)| < 2" N{ || (|r|? + |e] Dp ont {| >| a®(|»|-* + || )}-t 
= 2%," Na? SN fiir cy > Gye 


und daher «* = u**. Zu einem festen System m,,...,m, gehdrt also 


héchstens eine Zahl u des Ideals —. Es ist folglich 


i 
-_ ~ a n ’ 
we, ~*ee Nilvlarije| *+iwl*)) © 5 ay 
|8,|<¢,,Nat2" 5S” e a= 
¢ 


1° ++09 O,=0 


, 


wo bei der Summation das Wertsystem g, = 0,..., g, = 0 auszulassen ist. 
Ferner ist nach (54), (56) 


i 
N{\rlat(|r*+|w|")) * 


1 


i 1 Py i | 
> N{a*(oj3| No | * + e4|N|*e8|6\-*|No[ *)} * 


~ laj?/ 1 -3 
> {ys (-- + ef es) } * > Cy, 
und daher 


(59) |S, | < Gyg Nat e-em Mlir arin” "+101" : 


Aus (57), (59) folgt (55) in Behauptung 2. 
14* 
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———EE 
Liegt z,,..., 2, indem mit M = V4"| N»| konstruierten Gebiete $,, 
so ist nach Hilfssatz 5 


i i 1 
w™) —=|u%—2y"\<4 *|Nv| **Naq * (h—1,...,n), 
Na <|Nvr'}! 
und demnach wegen (54) 
am ’ ie -1 
N {\y|a*(\»|"°+ |w|")} *2 E + 4 * Cys) > Cry, 
12 


so daB also (59) fiir geeignet gewahlites c,, auch in diesem Falle gilt. 
Damit ist auch der letzte Teil der Behauptung 2. bewiesen. 


Hilfssatz 19. Hs mdgen v, u, O(u), y, a, w,G(y) und A die 
Bedeutung aus Hilfesatz 18 haben. Dann ist 


4 ‘, r,t: —2 
| o*(u) — (Si) 4™* IT yt) |~2 iwh))~* IT ( yd |—* 4. | att |) 
=} 


A=r,+1 
< C5,|Ny twa! N( y|F+ |w|*)?. 
Beweis. Es ist nach Hilfssatz 8 


Na-2a~¥ Ff (\ 9 |-* — soy # "77" (| oO |? + | wm |*) (7) 


A=1 A=r,+1 


- a/ \- 3 = 
< ¢,, N{a?(|»|~* + | w|")} t 
also nach (55) 


5 9* (Gly N\ 4-2 F wy |-* __ gap)? '97"(| pm |-? y(h) | 2 \~2 | 
(60) \# (u)— \-y } 4° (|r —iw™)* JT (jr | *+[w™\")*| 
va A=1 A=r,+1 ; 


< Cyq |Wv| N {|v|a2(||~* + | w|*)} remem Mlrlertiel tii 





Da nun die Funktion z‘e-* fiir z> 0 beschrankt ist, so ist die rechte 
Seite von (60) 


< €y9|Nv|* Na? N(\»|-* + | w|*)-?, 


Hilfssatz 20. Hs sei » eine ganze von 0 verschiedene Zahl aus K, 
die den Bedingungen 


l= 


i 


(61) C,4|Nr|* S|»! <¢,,| Nr" (A=1,...,%) 


mit den Konstanten c,,,¢,, von Hilfssatz 6 geniigt, und #(u) die zu 
diesem v gehérige Funktion von Hiljssatz,2. Es sei > das Grundideal, 
A: -Nd, _ ion, Ol eine feste Basis von : und u=2(z, Q, + ore +2, Q,). 
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1 1 
J. : {0 (wenssurdz, ... 2, 
0 


+o +2 


- XJ. J (G2) 28k (ot — scum — ayy 


-@ =- @ 


Dann ist 


r+ - _ 
>< I (™ "7 + | ¢@ — 2ym)*) *e-tSuri dg ...d2,| <O,|Ny 


h=r,+1 
dabei durchlduft y in ’ ein vollstdndiges System mod ;f inkongruenter 
Zahlen, fiir welche der Nenner a von y (b) der asnaleans Na<V\N»r| 
gentigt. 

Beweis. Bedeutet % irgendeinen Bereich von Punkten des 
2,...%,-Raumes, der ein umkehrbar eindeutiges Bild des Gebietes 
0<2,<1,...,0<5 2, <1 ist, wobei sich die Koordinaten einander zu- 
geordneter Punkte nur durch ganze rationale Zahlen unterscheiden, so ist 
wegen der Periodizitéat des Integranden 


1 1 
J... fO*(w)e-*#8@dz, ...dz,=f.. a 
e 4 8 


Die Bereiche $,, die einem vollstandigen System von mod ‘ inkongruenten 
Zahlen fi entsprechen, fiir welche der Nenner a von (y) bd die Ungleichung 


Na< 2m -= YV/|Ny| erfiillt, bilden nun, da sie sich nach Hilfssatz 5 nicht 
iiberdecken, zusammen einen T'eil eines solchen Bereiches 8. Es mége 
ihre Summe _Y’’%, durch den Bereich Rt zu einem vollstindigen Bereich B 


erganzt werden. Dann ist also 
fiutatth. toda 
8 Y By R 


und — wenn man zur Abkiirzung 


+7, oe e 
(@ (7)) )’ a *H( yi |? _ § (gg) — 2y%))-? TT (\e™\-2+ | o) — 2 yt |")~? 
\ Na h=r,+1 
= 9, (w) 


setzt und die Komplementérmenge von %, in bezug auf den ganzen 
“,...2,-Raum mit ©, bezeichnet, 


1 1 +2 +@ 


(62) | f...f0*(u)e-**8mdz ...dxz —y' f...fo,(u)e-**8™ dz, ... dz, | 
0 0 y¥-2 -@ 
<d'J.,-J\0*(u) — 9,(u)\da, ...da, 
7 By 


+f... f|0*(u)| de, da, +f... f\or(u) lea, ---dz,. 
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Die drei Summanden auf der rechten Seite von (62) werden nun einzeln 
abgeschatzt. 
Wegen Hilfssatz & ist, wenn w =u —2y gesetzt wird, 


(63) | y,(u) dz,... dz, Seu Ner J. Sait EL 
¢; N (|r| oe) 


da nun mit Riicksicht auf die Definition von €, in diesem Gebiet 
mindestens eine der mn Zahlen |w'|,...,|)w™| nicht kleiner als 


i i 
(A Nv *Na)+*=A ist, so ist nach (61) 


= ete anf ny js a =cal¥rl f xf st 














( Nvt * z7) 
I "+ alaey 
] 
i 
; , (| Nv?) 
ferner ist A ANe)? also 
fas rot) ary init 
(65) b ene ia 
1 
A\Ne|* 


so daB aus (63), (64), (65) die Ungleichung 
(66) Dd’ J... Sf) o,(u)\ da, ...dz 
y 


Cy 


a-2 , » -3 s r 1-2 , -1+ 

Sey |No|* 5’ Na "'*<e,|Nr| * Sy Na” 
Nas|Nr 
i 1 


Cy; Nv| **| No» 





" = Cy, | Nr| 
folgt. 


Nach Hilfssatz 18, 2. ist 


... || O*(u)| dz, ...dx <e J. Jue 0. Shy: dz, 
J..-Ji ( | 1 n C10 N(\rl "+ Jw]*)’ 


also nach (64), (65), (66) 


(67) J... [| 0*(u)| dx, :..dz,<¢,|Nr}. 
R 


Endlich ergibt sich aus Hilfssatz 19 und (61) die Relation 


| O° (wu) — p, (u)|\dz, .. dz, < C5,| Nr |* ‘Nae Y-. f 
By 


+e 


< Cyy| Nv |* Na~ i f..f 8 1-;-Gt eg 1 My|* wat, 





-:-6 
 N(\ | *+ el" i 


4 


0 THa+e' 
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also 
(68) S'S ..J\0*(w)— y, (u)|dz,...dx, <¢,|Nv|* 5” Na! 
a 7 7 


S &5|No|* p> Na! <e,,|Nr|* Nr |' =c,,| Nr}. 
4 


Nas| Nr! 
Aus (62), (66), (67), (68) folgt die Behauptung. 
Hilfssatz 21. Es sei v eine total positive ganze Zahl aus K, bd das 


Grundideal, 4 = Nd, Q,,..., 2, eine Basis von =» y eine Zahl aus K, 
w= 2(27,2,+...+2,2,)—2y7. Dann ist 





+= += 
—2t8(rw) 
+ Se 
(69 ) be ee a d 1 dz, 

rs T.+Ts 
=— " —S 1 2,2 
-s =—@ Tu »™ | —iw™) TT ae™ | +|w™| ) 

h=1 h=r,+1 


’s 


* f 1 
= VA2-" 2%" +"9) Ny (fe » *) ay) e-"" = ¢,, Nv. 
0 
Beweis. Ich mache die Substitutionen 


w® = 2(2, 2 4+... + 2,2”) —2y% (h—1,...,n), 








wit = p, + iq, (an §, 0.9 Meh 
dann ist 
| d(w, ce w™) | = -4 | d(w™t, wt +re+h ¥- a 
ee a | 4 (Pr, Qn) |=2 haath a 


und folglich, wenn die linke Seite von (69) mit J bezeichnet wird, 


i Ts 
+e +e —ail yd oA) lh) +35 ot "ip, +é¢,) +9 th) (p,—¢¢,))} 


A=1 A=1 
(70) J=atg-n-n] | 2 


‘ ‘s 
am =e Ta py”) —4 —iw™)* 7 (/ ym th) - +pi+q) * 
A=1 A=1 





< dw, ...dw,,dp, dq, ... dp,,dq,,- 
Nach dem Satz von Cauchy ist nun fiir » > 0 


+e 


4 e~ ttre : - 
(71) Seer ° 
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Ferner ist fiir komplexes » 





en *tlrostorse-t0) rre 
- ~(lr|"*+9*+ 0) 9-211...) dn dad 
+? 
pe roma —gy—zilr— ntedg} dy 
0 -oe 
= —— aij 4y f om ‘y = ’ 
Jue \ze V5e y Je dy | 
1 
=a'*ly fees) dy. 
0 


Aus (70), (71), (72) folgt die Behauptung. 
Beweis von Satz III. Ich setze wie in Hilfssatz 3 


Dye lr = Bir). 


ni+. -t+ag=" 


Fiir jede Einheit ¢ ist offenbar B(ye*)= B(v); man darf also zum Be- 
weise von Satz III nach Hilfssatz 6 ohne Beschrankung der Allgemeinheit 
annehmen, da8 die ganze total positive Zahl » den Bedingungen 
1 1 
(73) CgNv* <!y*| Sco, Nrv* (h=1,...,”) 
geniigt. 
Nach Hilfssatz 3 ist mit der dort erklarten Bedeutung von u und #(w) 


1 1 


B(r) =f. . fo (sle-**Se%dz ...dz., 


also nach Hilfssatz 20 und 21 
, 4 ’ 
(74) B(r) -»> (Sf)) e-22t8r) 4 *¢ Nv <c,, Nv; 
7 


dabei durchlauft y ein vollstandiges System von modulo ~ inkongruenten 


Zahlen, fiir welche der Nenner a von (y)b die Ungleichung Na < Nv? 
erfiillt. 


Zunichst sei nun 2|y, aber fiir jeden Primteiler { von 2 sei [**** + », 
wo h die Klassenzahl von K bedeutet. Dann ist wegen 


ie) (Sa) —22t Sry) — Ny ai H(a)— Ny 2 H(a) 


Na>wNe! 
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nach Hilfssatz 16 und 17 


’ 4 
(75) Nv 5) (Sr) e-tat807 > og S) Nt — Cy Nvt, 
7 tir 
also nach (74), (75) 
(76) B(v)>e, SNt—c, Ny», 


tir 

und dies ist nach dem zu Beginn des Beweises Gesagten auch richtig, wenn 
die Bedingung (73) fiir » aufgehoben wird. 

Nunmehr sei 2|», {*|», {°|2 und k>c beliebig. Durch die Relationen 

k=2qh+s, cxiis<c+2h 

sind dann zwei ganze rationale Zahlen g und s eindeutig festgelegt. Es 
seien [,,1,,... die verschiedenen Primidealteiler von 2 und q,,8,,q5, 8, 
die zugehérigen Zahlen g,s, dann ist ({f'{#*...)"—(4) ein Hauptideal. 
Ich setze » = A*»*, dann ist 2|»*, [°t**4* und folglich nach (76) 


(77) B(v*)>e, SNt—o,Nr* >o, SNt—o, Ny; 
t\** tir 
(t,2)=1 


andererseits ist offenbar B(y) > B(»*) und somit (8) bewiesen. 


Beweis von Satz II und Satz I. Wegen der Divergenz von 
]7(1+ Np’) gibt es ein festes zu 2 teilerfremdes Ideal a, so daB 
? 


[T(i+Np-*)>2% 


pia 


ist. Ist dann 2a!» und wird »* wie beim Beweise von Satz III be- 
stimmt, so folgt aus (77) 


(78) B(»*) > c,Nv*2* — c,Nv* = ¢, Nv*. 


Sind &”,...,% nicht negative ganze rationale Zahlen, so ist die An- 
zahl der Lésungen von 


(79) |vem|FR™ < | 9%] <|rem/*(k™ +1),..., 
y*(it+D t pinta) <|RylntD\ < | peinty b (pint) Sj Poe 
yalritnty |? pitrety < | ¥ninty | < | ytintreta /P(pmitrety) 1), i 

durch eine ganze Zahl 7 aus K héchstens c,,Nv*?. Daher ist 


j s 3 > 2 2 
" ang? tier, ; — +196! a , -75 a +. +b ) 
B(y*)= 3» e Iv" S23, Nv*t S’e *= 


> 
ni +...+ng=" 


wo in der Summe nour diejenigen Systeme ganzer rationaler Zahlen 
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k, ..., RM” auftreten, fiir welche die entsprechenden Intervalle (79) eine 

Lésung 7,,---, 9, von 93+... +3 =¥»* enthalten. Es sei L die kleinste 

dabei vorkommende Summe + po" 4+ a = bk”). Da jede natiirliche 
K=1 


Zahl m auf héchstens c,, m** Arten als Summe von 4n Quadraten ganzer 
rationaler Zahlen darstellbar ist, so wird 
(80) Bi(r*)< 28, Nv*tc, S'm™*e-=™ <¢, Nv*ie-s=, 

m=L 


Aus (78), (80) folgt aber 


ec Nrti, L<ZlogNr* + ty, 
6 
so daB wegen (79) eine Lésung 7,,...,9, von n?+...+?=—»* mit 
nh | < yea (log? Nv* + Cx) (A=1,...,%; Ba=1....,4) 


existiert. Setzt man nun i, =§,, wo 4 dieselbe Bedeutung wie beim 
Beweise von Satz III hat, so ist a fortiori 

|en" | <¢,,|»™ ' log* Ny, 
und die Zahlen ¢,,...,¢, lésen die Gleichung &) +... +é'—¥v. Die 
ganze total positive Zahl » unterliegt dabei nur der Beschrinkung 2a rv. 


Setzt man in diesem Ergebnis »—(2Na)*, so ist also fiir jede 
ganze total positive Zahl u die Diophantische Gleichung 


(sh) + coe (s%.) =» 


unter den Nebenbedingungen 
EP | <¢,,2Na|u|? log’ (4"Na** Nu) 


lésbar; und folglich ist Satz II mit c, = 2Na, c,=—4nNa*c,, bewiesen. 
Satz I ist in Satz II enthalten. 


Polle a. d. Weser, 4. Juni 1922. 


(Eingegangen am 6. 6. 1922.) 
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Uber ein Problem von A. Hurwitz, quaternire 
quadratische Formen betreffend. 


Von 
H. Brandt in Aachen. 


Wenn drei quaternire quadratische Formen A, B und C beliebig, 
die erste nur nicht singular’), vorgegeben sind, so kann man stets bilineare 
Substitutionen in unendlicher Anzahl angeben, welche die Form A in das 
Produkt B-C transformieren. Fiir diese Transformationsaufgabe ist die 
Frage von Interesse, wie die saimtlichen bilinearen Substitutionen, welche 
dieselbe Identitét A = B-C vermitteln, miteinander zusammenhingen. Wir 
wollen dabei die Méglichkeit, daB von den Formen B und C eine oder 
beide singulair sein kénnen, auBer acht lassen und kénnen dann das Pro- 
blem durch lineare Transformation der Variabelen der drei Formen auf 
den Fall zuriickfiihren, da8 es sich darum handelt, die Gleichung 


3 


wy + apt + apt af = (yd + yf + ys + 93) (29 + 2 + 8} + 33) 
durch bilineare Substitutionen 


(1) % = 2 Wise Ys % 


identisch zu erfiillen®*). 

Aus einer derartigen bilinearen Substitution erhilt man offenbar 
weitere dadurch, daB man eine oder mehrere der drei Variabelenreihen 
2;, y;, 2, orthogonal transformiert. A. Hurwitz hat nun die Behauptung aus- 
gesprochen*), da8 es, um samtliche in Betracht kommenden bilinearen 
Substitutionen zu erhalten, bereits geniigt, auf nur zwei der drei Variabelen- 


reihen samtliche (eigentlichen und uneigentlichen) orthogonalen Transfor- 
mationen auszuiiben. 


") D. h. mit der Determinante 0. 
*) Die Indizes laufen hier wie im folgenden von 0 bis 3. 
‘) Hurwitz, A.: Ober die Komposition der quadratischen Formen von beliebig 


vielen Variabelen. Nachrichten der Gesellschaft der Wissenschaften in Géttingen 1898. 
8. 309-316. 
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Diese Behauptung ist, wie sich zeigen wird, nicht richtig‘). Vielmehr 
wird auf diese Weise immer nur die Hilfte aller méglichen bilinearen 
Substitutionen erhalten, wenn auch jede, die geliefert wird, unendlich oft 
erscheint. 

Die bilinearen Substitutionen (1) lassen sich nach den Vorzeichen 





der Determinanten s='| und | in vier verschiedene Gruppen einteilen, 
k| * 
nimlich je nachdem die Vorzeichen + +, — —, +—, — + sind, in 


solche von positiver, negativer, positiv-negativer und negativ-positiver 
Signatur®). Die Signatur bleibt nur ungedndert, wenn alle drei Variabelen- 
reihen der bilinearen Substitution gleichzeitig eigentlich (wobei auch iden- 
tische Substitutionen auftreten kénnen) oder gleichzeitig uneigentlich ortho- 
gonal transformiert werden. Es zeigt sich aber, daB man auf beiden 
Wegen zu ganz verschiedenen bilinearen Substitutionen kommt, die daher 
bei gleicher Signatur noch in zwei Arten zerfallen. 

Um das zu erkennen, betrachten wir neben (1) das durch Auflésung 
nach den z, entstehende Formelsystem 


(2) (Yo + Yi Fa + YF) A= 2 Mis Y> 
setzen zur Abkiirzung S w,ieé, = pie (&), Vicor Xo = Giz (Z) und bilden 


durch Zusammensetzung rin (&, 2) = S pio(E)goe (x), 80 dab wegen (1) 
und (2) die identische Beziehung : 


’ = rs i 3 2 2 1 os? 1. of? 
J Fin (Fs B) Yiu = (SoZ + Fy BH + Fy ty + Fy Xs) (Yo + Hi Yo + Ys) 
‘ 


stattfindet. Hieraus entnimmt man aber, da8 bei linearen Transforma- 
tionen der Variabelen z,, y,, z,(wobei sich die ¢; kontragredient zu den 2; 
transformieren) die Halbdeterminante der alternierenden Bilinearform 


J {rin (& ©) — (G4 % + §, 2, + Fy ty + &y%y) Cin} Mim, 
' 


welche eine quadratische Funktion der , und der z, ist, sich abgesehen 
von einer Anderung dieser Variabelen lediglich mit der Substitutionsdeter- 
minante der y; multipliziert. Da nun die Halbdeterminante, wie man 
leicht erkennt, nur zwei entgegengesetzte Werte*) haben kann, so ist ihr 
Vorzeichen ein charakteristisches Merkmal zur Unterscheidung der beiden 
Arten von bilinearen Substitutionen gleicher Signatur. 

Aus den vorstehenden Betrachtungen ergibt sich, daB es unméglich 
ist, bilineare Substitutionen gleicher Signatur und verschiedener Art durch 


*) Auch nicht fiir das ahnliche Problem bei den Formen mit 8 Variabelen. 

*) Vgl. Brandt: Zur Komposition der quaterniren quadratischen Formen. Jour- 
nal fiir reine und angewandte Mathematik 143, S. 106—127. 
®) + ((85 + 82 + SF + S23) (x3 +2? + 23 + 2?) - (Fo 2% + Fa, + Fgz_ + §,z,)°). 





ee 
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zwei orthogonale Transformationen ineinander iiberzufiihren. Die gleiche 
Signatur erfordert nimlich, daB die zwei Transformationen ebenso wie die 
dritte identische eigentlich sind, und das hatte zur Folge, daB auch die 
Art ungeindert bliebe. Dagegen ist bei gleicher Signatur und Art ein 
solcher Ubergang stets méglich. 

Zum Beweise diirfen wir annehmen, da8 die Signatur positiv sei, weil 
die andern Fille auf diesen surtchgelthet wenden kénnen. Wenn die 


a* 
orthogonale Substitution } eee | bew. "e 
|| OY 92x || l ayn a a8 


ist, so wollen wir von einer in bezug auf gi, Bove. z, reduzierten bilinearen 
Substitution sprechen. Offenbar kann man durch orthogonale Trans- 
formation der z, stets eine in bezug auf y, reduzierte bilineare Substitu- 


Tee 
tion herstellen. “Bei einer solchen hat die Matrix | is a | in der ersten 
I 0 


Spalte, also auch, weil sie orthogonal ist, in der ersten Zeile die Elemente 
1,0,0,0. Daher 1a8t sich durch orthogonale Transformation von y,, 
Ys, Y3, Ohne daB die vorige Reduktion wieder aufgehoben wird, auch diese 
Matrix in die identische verwandeln. Damit ist aber eine in bezug auf y, 
und z, reduzierte bilineare Substitution gefunden, die, wie man beim Auf- 
bauen ihrer Matrix erkennt, nur eine der beiden folgenden Gestalten 
haben kann: 


| speziell die identische 





% = Yo%o — Y¥1%1 — Yo%. — Ya%s 

®y = Yo% + Yr % + (Yo%s — Ys%) 

a = Yo%, + Yo% + (Y¥s%, — 912s) 

Xs = Yo%s + Ya% + (1% — ¥2%1)> 
wo entweder immer die oberen oder immer die unteren Vorzeichen gelten. 
Beide sind von positiver Signatur aber verschiedener Art, es ist also nur 
mdglich, die eine in die andere iiberzufiihren durch gleichzeitige uneigent- 
liche orthogonale Transformation aller drei Variabelenreihen (z. B. durch 
Multiplikation der Variabelen z,, yo, z,, 2, 2%, mit —1). 

Das Reduktionsverfahren 1a8t erkennen, daB zwei bilineare Substitu- 
tionen von positiver Signatur und gleicher Art durch eindeutig bestimmte 
eigentliche orthogonale Transformationen der vier Variabelen z,, z,, x,, 2, 
und der drei Variabelen y,, y., ¥, ineinander iibergefiihrt werden kénnen. 
Transformiert man also, von einer bilinearen Substitution ausgehend, diese 
sieben Variabelen in der angegebenen Weise durch alle quaternéren und 
ternaren eigentlichen orthogonalen Transformationen, so erhalt man alle 
bilinearen Substitutionen derselben Signatur und Art und jede nur einmal. 

Bei beliebiger Signatur gelten ahnliche Satze, auch ist unter den y, 
die Sonderstellung der Variabelen y, unwesentlich, endlich kann das Varia- 
belenreihenpaar z,, y; durch eines der fiinf andern aus den drei Reihen zu 
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bildenden Paare ersetzt werden, wie man erkennt, wenn man neben einer 
bilinearen Substitution (1) die durch Permutation der Variabelenreihen 
entstehenden weiteren bilinearen Substitutionen in Betracht zieht, die 
selbst zu den Substitutionen (1) gehéren. ZusammengefaBt haben wir 
also folgendes Ergebnis: 

Alle bilinearen Substitutionen derselben Signatur zerfallen in zwei 
verschiedene Arten. Aus einer bilinearen Substitution erhdlt man sdmt- 
liche derselben Signatur und Art, wenn zwei der drei Variabelenreihen 
eigentlich orthogonal transformiert werden. Dabei darf von den acht 
transformierten Variabelen noch eine beliebige festgehalten werden, wodurch 
zugleich erreicht wird, daB jede Substitution nur einmal erscheint. Da- 
gegen lassen sich zwei bilineare Substitutionen gleicher Signatur und ver- 
schiedener Art nur ineinander iiberfiihren, wenn alle drei°Variabelenreihen 
uneigentlich orthogonal transformiert werden. 


Zusatz bei der Korrektur. Leider wurde ich erst wahrend der 
Korrektur durch die FuBnote auf S. 2 dieses Bandes auf die Dissertation 
des Herrn E. Robert aufmerksam, in der sich das Hurwitzsche Versehen, 
allerdings ohne Hinweis darauf, bereits berichtigt findet. [1. 2. 1923.| 


(Eingegangen am 8. 8. 1922.) 








Uber S. Lies Geometrie der Kreise und Kugeln. 
Von 
E. Study in Bonn. 
(Zweite Fortsetzung. ) 


Inhalt. 


Zweiter Abschnitt. 
Algebraische Vereine orientierter Linienelemente. 
8. Algebraische Vereine. 
9. Beispiele. 
10. Singulare Vereine. 


Zweiter Abschnitt. 
Algebraische Vereine orientierter Linienelemente. 


8. Algebraische Vereine. 


Nach unserer Definition des Begriffs Verein orientierter Elemente ist 
das Bild eines solchen stets eine analytische Kurve, und also méglicher- 
weise eine algebraische, dann aber immer eine irreduzibele algebraische 
Kurve**). Diese algebraischen Vereine, die sich von den iibrigen (transzen- 
denten ) durch die Abwesenheit von Grenzstellen (Bd. 86, 8. 53) unterscheiden 
und in mannigfacher Weise durch eindeutig-umkehrbare Abbildungen auf 
geschlossene endlich-blattrige Riemannsche Flachen abgebildet werden 
kénnen, verdienen eine besondere Betrachtung. 

Fiir die Untersuchung einer izreduzibelen unebenen algebraischen 
Kurve z(#) im gewoéhnlichen projektiven Punktkontinuum sind, neben an- 
deren Zahlen, die wir nicht betrachten wollen, von bekannter Bedeutung 





**) Der Begriff analytische Kurve umfaBt nicht den Begriff der algebraischen 
Kurve, was erstaunlich oft iibersehen wird. 
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die drei Zahlen, die man durch die Worte Ordnung, Rang, Klasse bezeichnet 


hat. Sie sollen der Reihe nach n,,,,, heiBen. Wir setzen ferner 
, = <6,, 


wobei die Summationen iiber alle Stellen der Kurve z(t¢) zu erstrecken 
sind. Das Geschlecht der Kurve x(t) heibe p. 

Wir betrachten zunichst noch eine ganz beliebige irreduzibele alge- 
braische unebene Kurve x(#) und stellen sie, als Ort von Punkten, zu- 
sammen mit einem Biischel von Ebenen, als Ort ihrer Geraden mit einem 
Biischel gerader Linien, endlich als Ort von Ebenen mit einem Biischel 
von Punkten (mit einer geraden Punktreihe). Die drei hinzugefiigten 
Figuren liefern dann, wenn sie nicht zu speziell gewahlt sind, drei 
Riemannsche Flachen, deren Blatterzahlen n,, n,, m,, und deren Ver- 
zweigungszahlen entsprechend w,-+-n,, w,-+n,-+n,, w,-+m, sind*"). 

Nach bekannter Regel ergeben sich hieraus die drei Gleichungen 
2(p—1)=(w,+n,)— 2n, usw., die wir, behufs bequemer Anwendung, 
in zwei verschiedenen Formen aufschreiben wollen: 


w= Zk, w,=— 2k, w 


vw, = 2n,— n+ 2(p—1), 
w= —n,+2n,— n+ 2(p—1), 
w,= — n, + 2n, + 2(p—1), 


4n, 3w,+2w,+ w,—12(p—1), 
2n,= w,+2w,+ w,— 8(p—1), 
4n,= w,+2u,+3w, —12(p—1). “) 
Hierin sind schon enthalten die Kongruenzen 
(2) vw, =u=n,, w=n, +n, (mod 2). 
AuBerdem hat man 
(3) p20, w20, welt, wld, n, j3, ny a4, ng a3; 
auch kommen noch weitere durch Ungleichungen ausdriickbare Beziehungen 
zwischen denselben Zahlen hinzu, die sich — wie es scheint — nicht er- 
schépfend angeben lassen**). In dem uns hier zuniachst interessierenden 


*) Siehe § 5, Satze [9,11]. Die ,Verzweigungszabl“ eines einzelnen Punktes 
ist die um die Einheit verminderte Anzahl der dort im Zyklus zusammenhingenden 
Blatter; die Verzweigungszah! der ganzen Riemannschen Fliche ist die Summe iiber 
alle diese Zahlen. 

**) Hensel und Landsberg: Alg. Funkt. (S. 459) geben auch die entsprechenden 
Gleichungen fiir eine unbestimmte Dimensionenzahl. 

*) Nach einem Satze von Halphen und Noether ist z. B. immer 4p < (n, —$)’, 
4p<(n,—2)* [Crelles Journal 93 (1882), S. 293]. Die Gleichungen (1) kénnen 
derartige Beziehungen offenbar nicht liefern. fiir Kurven in einem linearen Kom- 
plex sind diese Ungleichungen iibrigens noch viel zu schwach. 
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Falle, in dem die Kurve z(t) auf einer nicht-singuléren Flache 2. Ord- 
nung verlauft, ist sie darstellbar durch eine Korrespondenz {/, 9}: 


(4) f(t, r@) — 0; 
man hat dann m,=4-+ 0, und, aus bekannten Griinden 
(5) p<(4—1)(e- 1). 


Abnliche Beziehungen, auf die wir noch zuriickkommen werden, 
miissen auch bestehen, wenn die Kurve in einem linearen Komplex ver- 
lauft. Wir ersetzen dann die Zeichen 

N,, Ng, My, W,, Wy, Wy, P 
durch 


¥, Me, ¥, DW, We, MW, 2H 
und erhalten 


@ =2y — »,+2(a—1), 
@, = 2y, — 2¥ + 2(x—1), 
“ 2y¥= 20+, —6(a—1), 
%= w+, —4(2—1); 
woraus noch 
(7) o=%,, W 
folgt **). 
Die Zahl » heiBe der Grad des Vereins, der die Kurve §(s) zum 
Bilde hat, », heiBe Rang dieses Vereins, und a sein Geschlecht. Ist x =0, 
so heiBt der Verein, wie sein Bild, auch rational. 


Es bestehen nun einige einfache Satze, die wir zunichst begriinden 
wollen: 


yz © (mod 2) 


VIII. Der Rang eines (nicht zyklischen) einzdhligen algebraischen 
Vereins ist gleich der Klasse der zugehorigen Kurve x(t). [», = n,-| 

Der Rang eines (nicht zyklischen) zweizdhligen algebratschen Ver- 
eins ist gleich der verdoppelten Klasse der entsprechenden Kurve x(t). 





Es ist nimlich der Rang der Kurve ¢(s) gleich der Zahl der Tan- 
genten dieser Kurve, die eine Gerade der absoluten Kongruenz treffen, 


**) Deutet man die Linienkoordinaten der Tangente einer algebraischen Kurve 
als Punktkoordinaten im Raume von fiinf oder vier Dimensionen, so erhalt man eine 
neue algebraische Kurve mit Ordnungszahlen N,, N,, N,,.... Es ist dann immer 

N,=n,, N,=n, +n. 


Liegt die gegebene Kurve in einem linearen Komplex, so hat man damit schon alle 
Zahlen N, ... N,: 


(N,, Ny, N,, Ny) =(%, 2%, 2, %). 
Mathematische Annalen. 88. 15 
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und also auch gleich der Zahl der (wie wir sagen diirfen) den gegebenen 
Verein oskulierenden zyklischen Vereine, die ihre Ebenen durch einen 
gegebenen Punkt der Flache 2. Ordnung schicken. Diese Zahl aber ist n, 
oder 2n,, je nachdem der Punktort z(¢) von den orientierten Elementen 
des Vereins einfach oder doppelt iiberdeckt wird. 

IX. Der Grad eines (nicht zyklischen) einzdhligen algebraischen Ver- 
eins ist gleich dem halben Rang der zugehdrigen Kurve x(t) (der dann 


also stets gerade ist). 

Der Grad eines (nicht zyklischen) zweizdhligen algebraischen Vereins 
ist gleich dem Rang der zugehérigen Kurve x(t). 

Es kann namlich die als Grad des Vereins bezeichnete Zahl auch er- 
klart werden als die Anzahl der orientierten Elemente des Vereins, die 
in einem gegebenen Feld liegen (§3). Dieses ist wieder erklart durch 
eine orientierte Tangente der Flache 2. Ordnung. Diese Tangente trifft 
die Tangentenflache der Kurve z(¢) m,-mal. Ist dann der Verein ein 
zahlig, so miissen von den zyklischen Vereinen, deren orientierte Tangenten 
die gegebene orientierte Tangente der Flache 2. Ordnung enthalten, einige 
den Verein selbst und einige den durch Umkehrung entstandenen Verein 
beriihren, und die Anzahlen beider miissen einander gleich sein, da sie 
durch Umkehrung der Orientierung der gegebenen Tangente miteinander 
vertauscht werden. Es folgt also n,=0 (mod2), y=4n,. Ist dagegen 
der gegebene Verein zweizahlig, so beriihrt jeder der zyklischen Vereine, 
die zur gegebenen orientierten Tangente gehéren und deren Ebenen die 
Kurve z(t) beriihren, auch die orientierte Kurve, und zwar gerade einmal*’). 
Es ist also dann y= n,. 


X. Ein einzahliger algebraischer Verein hat dasselbe Geschlecht wie 


die entsprechende Kurve x(t). 
Bei einem (nicht zyklischen) zweizahligen algebraischen Verein be- 
steht zwischen den Geschlechiszahlen p und x die Beziehung 


(8) | v+4(p—1)=2("—1)], 


wo v die (notwendig gerade) Anzahi der Stellen bedeutet, an denen die 
zur Orientierung der Kurve x(t) dienende Irrationalitat auf thr ver- 
zweigt ist. 

Der erste Teil dieser Behauptung ist selbstverstandlich, der zweite 
ein Spezialfall eines bekannten Satzes iiber Riemannsche Flachen, die 
anderen iiberlagert sind. Die bezeichneten Stellen, deren Anzahl vw ist, 
sind bei Gelegenheit des Lehrsatzes VI unter (D) beschrieben worden. 

















*") Natiirlich kénnen hier, wie iiberall, solche Stellen zusammenriicken. 
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SchlieBlich l4Bt sich auch angeben, wie die Ordnung der Kurve x(t) 
mit Eigenschaften der Kurve (8) zusammenhiangt. Aber an Stelle der 
Ordnung wird man hier besser zwei Zahlen in den Mittelpunkt der Be- 
trachtung stellen, aus denen sich die Ordnung zusammensetzt: Die Blatter- 
zahlen der Riemannschen Flichen, die man erhalt, wenn man die Kurve z(t) 
aus Erzeugenden der Flache 2. Ordnung projiziert. Wir betrachten also, 
wie schon oben unter (4), die Kurve z(t) als erzeugt durch eine | irredu- 
zibele) algebraische Korrespondenz {4, 0} zwischen den beiden Scharen von 
Erzeugenden der Flaiche 2. Ordnung. 

Die Gleichung (4) kann nun offenbar noch auf andere Weise gedeutet 
werden, nimlich als Korrespondenz {4, 0} zwischen Punkten der Jinken 
Leitlinie der absoluten Kongruenz und Punkten der rechten. Verbindet 
man entsprechende Punkte durch gerade Linien, so erhalt man eine Regel- 
flache, auf deren Geraden je ein oder zwei Bildpunkte von Elementen des 
betrachteten Vereins liegen, je nachdem dieser Verein ein oder zweizihlig 
ist. Unmittelbar folgt: 


XI. Wird die Kurve x(t) erzeugt durch eine Korrespondenz {i, o} 
und gehdrt sie zu einem einzdhligen Verein mit der Bildkurve &(t), so 
bezeichnet 0(4) die Zahl der beweglichen Punkte dieser Bildkurve, die in 
Ebenen durch die rechte (linke) Leitlinie der absoluien Kongruenz liegen, 
und auch die Zahl ihrer beweglichen (Schmiegungs-) Hbenen, die durch 
Punkte auf der linken (rechten) Leitlinie gehen. 

Gehort die Kurve x(t) zu einem zweizdhligen Verein, so sind die 
entsprechenden Zahlen 20 und 24. 

Hiernach kann man, wenn die Bildkurve gegeben (und geniigend be- 
kannt) ist, die Zahlen 4 und @ und dann auch die Ordnung der Kurve z(t) 
finden. Es sei namlich Z die Anzahl der Zweige der Bildkurve, die die 
linke Leitlinie der absoluten Kongruenz treffen, und es bedeute x! die 
Summe der charakteristischen Zahlen x, die zu den Schnittpunkten ge- 
héren; ferner mégen R und 2x’ die gleiche Bedeutung fiir die rechte 
Leitlinie haben. Dann ist 


A=v— 2x'—L, 
o=v— 2x’ — R, 
wenn es sich um einen einzdhligen Verein handelt. Anderenfalls ist 

24 =v — Sx! — L, 

20=r7— Jx'— R, 
Hiernach und mit Hilfe des Satzes VI kénnen wir nun erkennen, 
wie die Singularitétenzahlen w,,w,,w, der Kurve z(t) mit denen @,, a, 


der Kurve ¢(t) oder (8) zusammenhangen. Wir miissen dann natiirlich 
15* 


(9) 


n, =A+o, 


(10) n, =A+o. 
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noch eine feinere Gliederung vornehmen und die charakteristischen Zahlen, 
die zu den unter (A), (B), (C), (D) zusammengefaBten Stellen gehéren, 
jedesmal fiir sich summieren. Wir deuten das an durch Indizes a, b, c, d. 


Liegt dann ein einzdhliger Verein vor, so erhalten wir — da Stellen des 
Typus (D) dann fehlen — 
> A=v— Sx'e — L*, o=v— Dx" — RS, 
(11 n, = 4 oO n, = 2y, Ns .. p=a2 
(A) wf = Sx", ws = Sx", ws = 2x2, 
(12°) (B) wo = Sx° 4+ 3x2 4+ B, wh = Sx!?, we = Sx?, 
(C) wy = 2x3, ws = 22x°+ L°+ RR, wy = 2x3; 
{3x3 + BY} + {Sue + Sef +2L°+2R} =r 


B bedeutet hier die Anzahl von Zweigen der Kurve é(s), die Gerade 
der absoluten Kongruenz in Punkten des Typus (B) beriihren, und die 
Zahlen L‘ + R°, L* + R* — deren zweite hier noch nicht vorkommt — 
haben die entsprechende Bedeutung fiir Punkte der Typen (C) und (D). 
Die letzte Formel unter (12*), die allein einer ausdriicklichen Begriindung 
bedarf, ergibt sich aus dem Lehrsatz [11] in § 5 (Bd. 87,8. 215). — 

Durch Summation erhalt man aus diesen Gleichungen 


a? es Spade + 2(4+ o — 2) T ¥a> 
(13 Baek 
w, = ow — (4+ eo — 2»), W, = @,. 


Im Falle eines zweizdhligen Vereins sind die entsprechenden Formeln 


JA =v — Suhe— Sxhs— L*— Lf, 
ait) 2o=v— Sxre— Sx7s— R*— R6, 
an,=i+o0, 2,=7, 22, =—»7,, 
v+4(p—1)=2(x-1), v=L*+R*; 
(A) as == 2 4%, 2ws = 2x", 2ws =2x:, 
(B) 2w? = Sx°+ x24 B, 2w? = Tx?, 2w? = Zx?, 
12°") (C) 2wf=2Txé, Qws = 2Sx°+L°+R’, 2wf => xf, 
(D) 2wf = S¥f—L*—R*, me Sx4, ot th L* 
{2x2 + BY + {xe + Sxt+ Zx; 4 -Sxf + 2L+2R} = 
v+2w,=—o+4(4+0-—¥7)+»7,, 
(13**) v+2w,=—o— 2(4+ 0-7), 


v+ 2w, = W,.- 


In beiden Fallen (*) und (#*) ziehen die Gleichungen (11), (12), (13), 


wie es sein mu8, die Gleichungen (1) nach sich. 


-R 
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Von besonderer Bedeutung sind einige Spezialfille der abgeleiteten 
Gleichungen. Wir kénnen uns die Kurve §(s) einer Transformation der 
Gruppe I, unterworfen denken, und kénnen dadurch immer erreichen, 
da8 sie in der absoluten Kongruenz lauter getrennte Tangenten hat, die 
simtlich zu reguléren Stellen gehéren; iiberdies l48t sich auch erreichen, 
da8 sie Bild eines einzdhligen Vereins wird. Die Kurve z(t) hat dann 
gar keine Stellen des Typus (C) oder (D) mehr, und solche des Typus (B) 
nur in der Anzahl y, und alle gehérig zur Charakteristik (1,0,0) — also 
v, sogenannte gewdhnliche Spitzen. 

Wir erhalten dann die viel einfacheren Gleichungen 

~ 


(14 A=o=?; 
n, = 2», w,=o+%,, 
~ * 
(15) Neo — 2, WwW, = Ow, p= 2. 
Ns =o, W, = @,, 


Nach Formel (5) muB dann eine nicht negative Zahl d existieren derart, daB 
(16*) p=(v—1)*—w,-—d 


wird, oder, was auf dasselbe hinauskommt, 
17*) 3p+d=—(ry—1)(»—3). *) 
Er ist also dann immer 3p < (vy —1)(»—3), wenn »=0 oder » — 1 (mod 3) 
und 3p <(»—1)(»— 3) — 2, wenn » = 2 (mod 8) ist. 

Es kann aber unter Umstanden und bei spezieller Lage der Kurve é(t) 
auch jetzt noch eintreten, daB ¢(¢) Bild eines zwetzdhligen Vereins ist*”). 
Dann erhalten wir andere Formeln, naimlich 


»=0, »,=O(mod2), i=z 


(14**) 5 
o=0, w, = 0 (mod 2), @= >: 
@O-- W, 
iL=7, W=-—>7-, 
(15**) 14=%, w= Tr 2p=a-+l, 
¥ @ 
%= 9 “=> 


48) (16*) reduziert sich in der Projektion auf eine der Pliickerschen Formeln. 
d ist die Anzahl der Selbstdurchsetzungen der Kurve x(t). Bei nicht zu spezieller 
Lage der Kurve &(¢) gegen die absolute Kongruenz sind das d getrennte Punkte, 
durch deren jeden die Kurve z(t) zwei dort reguldre Zweige schickt. 

**) Weiterhin, in § 8, fiadet man ein Beispiel. 
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3 
(16**) p=(5—1) —w,—d, 
(17%) 3p +ad=(* —1) (5-3). 


In beiden extremen Fallen ist immer n,=,, wahrend aus den 
Gleichungen (11) nur 


(18) nm, Sn, 
folgt. 


Anhangsweise fiigen wir noch einige ziemlich evidente Bemerkungen 
hinzu: 


Die Bildkurve eines Vereins orientierter Elemente ist asymptotische 
Linie auf der sie enthaltenden Regelfliche der absoluten Kongruenz. 

Hiernach kann man die asymptotischen Linien auf jeder in der abso- 
luten Kongruenz enthaltenen Regelflache finden®). Abgesehen von den 
Erzeugenden der Regelflache und von den ebenfalls im voraus bekannten 
Leitlinien der absoluten Kongruenz werden namlich diese asymptotischen 
Linien durch die eingliedrige Kollineationsgruppe I, untereinander ver- 
tauscht, die alle Punkte beider Leitlinien einzeln in Ruhe laBt. Ist die 
Regelflache in Parameterdarstellung gegeben 

3h, =, (8):1,(t), r,:7, = 17, (8): 7, (8), 

so erhalt man je nach den Umstiinden eine oder zwei™) im Komplex 
=,, — =,, = 0 enthaltene asymptotische Linien, oder doch Stiicke von 
solchen aus der Proportion 


&5:6,: 85:6 =Virr)l,:Virr')l,: V (ie )s,: V(ir’) -- 
Fiir 4 = 9 = m ergibt sich noch: 
Ist die Kurve z(#) der vollstandige Durchschnitt der Flache 2. Ordnung 
t4%,— 2,2, = 0 mit einer Flache der Ordnung m, so ist die im Bild- 
raume ihr entsprechende Regelflache der vollstaéndige Durchschnitt der 


absoluten Kongruenz mit einem Linienkomplex des Grades m und um- 
gekehrt. 


9. Beispiele. 


Die abgeleiteten Gleichungen enthalten zwar eine Reihe von Eigenschaften der 
Kurvenpaare z(t), (8s), die bei Untersuchungen iiber ihre Zuordnung sehr niitzlich 
sind, sie fiihren aber fiir sich allein noch nicht zur Klassifikation der in einem linearen 

%) Vgl. S. Lie, Math. Ann. 5 (1872), S. 179; F. Klein, ebenda, S. 274; A. VoB, 
ebenda, 8 (1875), S. 78. 

“) Diese Unterscheidung feblt in den eben zitierten Schriften, wie ibrigens 
Herr VoB spiater selbst schon bemerkt hat. 
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Komplex enthaltenen algebraischen Kurven. Will man von den Kurven z(t) aus- 
gehen, so mu8 man den Ubelstand in Kauf nehmen, daB man allerlei Kurven &(s) 
erhalt, ohne doch allgemein iiber ihre Aquivalenz entscheiden zu kénnen, und immer 
sieht man sich vor die im allgemeinen wohl uniiberwindliche Schwierigkeit gestellt, 
die Kurven z(t) auf alle méglichen Arten so zu spezialisieren, daB sie zu einzdhligen 
Vereinen fiihren. Unter anderem fehlt, wenn alle aus dem Vorhergehenden sich er- 
gebenden Bedingungen erfiillt sind, sobald p> 0 ist, immer noch ein Kriterium da- 
fiir, ob die Kurve z(t) wirklich zu einem einzaibligen oder nicht vielmehr zu einem 
zweizahligen Verein gehért. 

Wir erlaiutern diese Schwierigkeit durch ein Beispiel. 

Die Zahlen 


m,=8, m=8, n,=8 A=o=4,) 
(1) { 


w,=8, w,=0, w=8 p=1 j 


geniigen allen Voraussetzungen, die zur formalen Anwendung der Formeln (14*) bis 
(17*) in §7 nétig sind. Ein entsprechender einzihliger Verein aber kann dennoch 
nicht existieren, da dann y= 4, x= 1 folgen wiirde, wihrend die Kurven 4. Ordnung 
vom Geschlechte Eins natiirlich nicht in linearen Komplexen liegen kénnen. Die 
andere Annahme, daB man einen zweizahligen Verein vor sich hat, liefert dann nach 
(14**) bis (17**) die Zahlen 

y= 8, o= 0, 

%=16, w,=16, 


(2) z=1l, 

und Kurven &(t), die diesen Zahlen entsprechen, gibt es auch wirklich (wie sich un- 
schwer einsehen l4B8t). Wendet man dann auf dieselben Zahlen die Formeln (14*) 
bis (17*) an, so erhalt man die ebenfalls zulissigen Zahlen 


. n,=16, a,=16, 2»,=16 co 7. 
(5) ° 


w,=16, w= 0, w,=16 p=1 

Wire eine Kurve dieser Art ohne die angegebene Entstehungsgeschichte vor- 
gelegt, so miiBten wir im Zweifel sein, ob sie einem einzahligen oder einem zwei- 
zaihligen Verein entspricht 

Weiterhin werden Beispiele betrachtet, die der Theorie der rationalen Kurven 
entnommen sind. Dabei lassen wir den aliereinfachsten Fall, »=3, zunichst bei- 
seite, weil er noch gesondert und ausfiihrlicher betrachtet werden soll. 

y= 4, 





Aus den Gleichungen (6) in § 8 folgt 20+@,=2. Da die Annahme einer 
einzigen singuliren Stelle sich sofort als unzulassig erwe‘st, so miissen zwei singulare 
Stellen des Typus (x,,x,) =(0,1) vorhanden sein. Diese Kurven &(t) liegen auch 
wirklich in linearen Komplexen™). Sie entsprechen den Zahlen 
(4) y= 4, y= 6, x=0 (C=9) 

oa=0, w,=2, 
und hangen bei vorgeschriebenem Komplex noch von C=9 Konstanten ab. Alle 
diese Kurven liegen als Kurven {1,3} auf Flichen 2. Ordnung. Sie werden gefun- 
den, wenn man auf einer Flache 2. Ordnung in der einen Schar von Erzeugenden 
eine zyklische Kollineation von der Periode drei annimmt und das Biischel ihrer 


%\ Leipziger Berichte 1886, S. 7. 
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Geradentripel irgendwie projektiv auf die andere Schar von Erzeugenden bezieht. Sie 
sind also alle zueinander kollinear und auch innerhalb der Gruppe J, ist noch jede 
mit jeder anderen dquivalent. Jede gestattet eine Untergruppe (y/, 7{) der zuge- 
hérigen Gruppe [,, die das Paar der singuliren Punkte in Ruhe la8t. 

Hat die Kurve §(t) eine allgemeine Lage gegen die absolute Kongruenz, so 
entspricht ihr eine rationale Kurve z(t), die von einer Korrespondenz {4, 4} erzeugt 
wird und auBer drei Selbstdurchsetzungen sechs voneinander getrennte Stellen (1, 0, 0) 
hat, eine im iibrigen beliebige Kurve gehérig zu den Zahlen 


5a) n,=8, ,=8, ,=6 ae a) 
w,=6, w=0, w=-2 \d=4,c’=9f° 


Die Ordnung {+o der Kurve z(t), und czugleich w, und die Konstantenzahl, 
wird verringert, wenn ein oder mehrere Punkte von £(t) auf Leitlinien der absoluten 
Kongruenz zu liegen kommen. Sie miissen dann alle auf dieselbe Leitlinie fallen, da 
andernfalls die Verbindungslinie der beiden Punkte nach Satz [11], §5 zu den Tan- 
genten der Kurve gehéren miBte. Ist die Zahl der genannten Punkte zwei, so kénnen 
sie den beiden singularen Stellen der Kurve §(t) entsprechen. Die durch diese Stellen 
auf der Kurve bestimmte Involution wird dann hervorgerufen durch die Spiegelung 
an den Leitlinien der absoluten Kongruenz; man erhbalt statt eines einzihligen Ver- 
eins einen zweizahligen und damit eine besonders einfache Kurve z(t). Die folgende 
Aufzaihlung entspricht den hiernach vorliegenden Méglichkeiten: 


=7, =8, n, = 6 i=8, =4 
(5b) eee . f r! \. 


w,=4, w=1, w=2 id=2, C’=8 


Kurven x(t) mit zwei Selbstdurchsetzungen und vier stationiren Punkten, sowie 
einer dreipunktigen Tangente unter den linkseitigen Erzeugenden (unter den recht- 
seitigen, wenn 4=4, 0 = 3). 


m,=6, ,=8, n,=6 


j4=2, me 
(5c) , . 
w,=2, w,=2, w=2 \(d=1,C’=7 


Eine Selbstdurchsetzung, zwei stationire Punkte, zwei dreipunktige Tangenten 
unter den linkseitigen Erzeugenden. 


(5e*) n, =3, n, = 4, n, =3 ote se P 


w,=0, w,=0, w=0 ld=0, C’=5 
Doppelt tiberdeckte Kurven 3. Ordnung (wnd Klasse). Jede gestattet eine Gruppe 
(gf, h,) von automorphen Kollineationen (bei der die Verzweigungspunkte der doppel- 


ten Uberdeckung in Ruhe bleiben). Von hier aus werden die Kurven £(t) am be- 
quemsten gefunden, indem man etwa von der Parameterdarstellung 


z=1, 2z,=2t, 2,=2t, z,=t* 
auegeht. Man erhilt dann, wenn (wie friiher) yt = 8 gesetzt wird, 
&=1=1, é, =s*, §&=7r,=8, &=97,=28*. — 


(34) n,=5, =8, «,=6 me pias 
w,=0, w,=3, w,=2. ld=0, c’=6)° 


Kurve mit drei dreipunktigen Tangenten unter den linkseitigen Erzeugenden. 
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AuBer der bei der Konstruktion der Formeln (5c*) benutzten automorphen in- 
volutorischen Kollineation der Kurve &(t), namlich der involutorischen Kollineation 
der Gruppe y{, sind auch alle Transformationen der Schar »/{ involutorisch. Zu 
diesen gehéren als Achsen je zwei Geraden des Komplexes, in dem die Kurve liegt, 
némlich Tangenten der Kurve §(¢), wie man an dem Beispiel ‘=k, i=l, 


ri=y,, ri=7%,, 8’= = erkennt: Die beiden Kollineationsachsen sind dann die Tan- 


genten der beiden Punkte s=+1. Es besteht daher keine weitere Méglichkeit, eine 
unserer Kurven &(¢) als Bild eines zweizahligen Vereins zu erhalten. 
Das Hauptergebnis der durchgefiihrten Uberlegung ist: 


Die Vereine, die zu den unter (5a)... (5d) beschriebenen Kurven achter, siebenter, 
sechster (oder dritter) und fiinfter Ordnung gehdren, sind alle miteinander dquivalent 
und erschdpfen zusammen die Vereine vierten Grades (die gegeniiber G,. eine einzige 
Klasse bilden). 


y= 5. 





Hier muB ich den Leser um besondere Nachsicht bitten. Wiewohl der Gegen- 
stand noch zu den einfachsten seiner Art gehért und wiewohl ich mich sehr darum 
bemiiht habe, ist es mir doch nicht gelungen, die Untersuchung zu dem gewiinschten 
Abschlu8 zu bringen™). 

Die Aufzihlung der verschiedenen Méglichkeiten wird durch Betrachtungen er- 
leichtert, die wir zunachst vorausschicken: wollen. 

Zunichst bemerken wir, daB eine Kurve £(t), wie wir sie hier suchen, keine 
Selbstdurchsetzung haben kann, daB es keinen Raumpunkt geben kann, durch den 
mehr als ein Zweig der Kurve ginge. Denn die Ebene (Nuilebene), die zu diesem 
Punkte gehért, miiBte Schmiegungsebene fiir alle seine Zweige sein, was mit der 
Voraussetzung »=5 unvertriglich ist. Es liegen dann héchstens drei Méglichkeiten 
vor, nimlich: Die Kurve besteht ganz aus reguliren Punkten, oder sie hat einen 
stationéren Punkt (dessen Ebene ebenfalls stationar ist); oder endlich, sie hat deren 
zwei. Setzt man aber in den Formeln (€) in §7 »=5, so erhalt man ebenfalls eine 
dreifache Alternative 


(A) (B) (C) 
6) r= 5, v, = 8, y= 5, %,=7, y= 5, y,=6, 
{ 

o=0, w,=4; @=zl, a =2; a=2, o,=0; 


die dann, wenn sie der Wirklichkeit entspricht, mit der soeben gefundenen zusammen- 
fallen mu8. Das Vorhandensein derartiger Kurven lé8t sich nun auf Grund des — in 
den Fallen (B) und (C) evidenten — Satzes erschlieBen, daB jede unebene rationale 
Kurve 5. Ordnung im gewdhnlichen projektiven Kontinuum mindestens eine vier- 
punktige Sekante haben mu8™). Gibt es mehr als eine vierpunktige Sekante, so 


5%) Siehe die Anmerkung ™) auf 8. 229. 

54) Man beweist diesen bekannten Satz sehr leicht mit Hilfe des Korrespondenz- 
prinzips. Wesentlich mehr leistet aber die folgende Uberlegung: Zu den als linear- 
unabhangigen biniren Formen 5. Ordnung dargestellten Koordinaten &,, &,, &, & ist 
ein Bischel solcher Formen konjugiert. Verlangt man von einer binéren Form vierter 
Ordnung, daB sie zu allen Formen dieses Biischels apolar ist, so erhilt man vier 
lineare Gleichungen fiir ihre fiinf homogenen Koeffizienten. Diese Gleichungen kénnen 
linear-unabhiangig sein oder nicht. Sind sic es, so erhalt man eine bis auf einen 
numerischen Faktor bestimmte Form 4. Ordnung, deren Nullstellen die Schnittpunkte 








226 E. Study. 


wird die Kurve aus irgend zweien durch projektive Ebenenbiischel projiziert. Diese 
kénnen dann nicht einen Kegel 2. Ordnung erzeugen, da die auf solchen Kegeln ge- 
legenen Kurven eines linearen Komplexes sich sofort angeben lassen und nicht Kurven 
5. Ordnung sind. (Sie sind entweder transzendente Kurven, kollinear zu gewébnlichen 
Schraubenlinien, oder Kurven 3. Ordnung.) Die Kurve verléuft mithin im genannten 
Falle auf einer nicht-singuliren Fliache 2. Ordnung, natiirlich auf einer soichen, von 
der keine Regelechar ganz im Komplex liegt. Es gibt dann also immer vierpunktige 
Sekanten, die nicht im Komplex der Kurve liegen. Hat die Kurve aber nur eine 
vierpunktige Sekante, so wird diese entweder dem Komplex fremd sein (a), oder sie 
wird ihm angehéren (b). 

Damit erhalten wir eine weitere Alternative (a),(b), die sich formal mit der 
obigen A, B,C iiberlagert. Wir machen als nichste Hypothese die Annahme (b). 
Wenden wir dann den Satz [11] in § 5 auf die vierpunktige Sekante an, so zeigt 
sich, daB diese zu den Tangenten der Kurve §(¢) gehéren muB, da andernfalls die 
sie treffenden Tangenten eine Gesamtmultiplizitét (mindestens zehn) haben wiirden, 
die den Rang der Kurve iibertrife. Durch eine ahnliche Uberlegung ergibt sich 
weiter, daB diese Tangente die Kurve entweder in zwei Punkten bervthrt — die 
dann notwendig regulir sind — oder vierpunktig in einem Punkte, der ebenfalls 
regulir sein mu8. Aus (b) ergibt sich damit eine neue Alternative (b’), (b”), und 
da diese beiden Annahmen mit (B) und (C) offenbar unvertriglich sind, so bleiben 
nur fiinf Kombinationen 


(A,a) (A,b’), (4,6"), (B), (® 


zu untersuchen, die alle, wie wir sehen werden, Wirklichkeiten entsprechen. 

Leicht zuginglich sind nun die Fille (b’),(b”). Machen wir zum Beispiel die 
Annahme (b’), so kénnen wir den zwei Beriihrungspunkten der Doppeltangente 
die Parameterwerte t=0 und t=oo erteilen. Sehen wir dann zunichst noch von 
der Forderung ab, daB die zu suchende Kurve in einem linearen Komplex liegen 
soll, so ist klar, daB die Koordinaten sich so wihlen lassen, daB ihre Reihen- 
entwickelungen die folgende Form erhalten: 


&,=1+a,t+a,t*+a,t*+a,t* « a, + 0}, 
0 3 ‘ ' 


& =e e &¢°+3,0° « ec 


4 4 


+t {c, + 0} 
&,=+*# 7 a, t* +4, t° * * 


Die Doppeltangente ist dann die Verbindungslinie der beiden Punkte (1:0: 0:0) 
und (0:0:1:0). Daé, und &, linear-unabhiangig sein miissen, so la8t sich ferner 
durch lineare Transformation erreichen, daB ¢,=t* und &,=t* wird. Eine weitere 
lineare Transformation der Koordinaten liefert nunmehr die vereinfachte Darstellung 


= e, t+e,t* +e t*+<¢,¢ 
2 3 4 





der Kurve mit einer vierpunktigen Sekante liefern. Im andern Falle erhalt man un- 
endlich viele (0O*) vierpunktige Sekanten, von denen im Texte noch weiter die Rede 
sein wird. 

Es ergibt sich hieraus noch, da8 die Frage nach den Kurven *(t) der finften 
Ordnung (oder Klasse) auch so gefaBt werden kann: Welche Eigenschaften muS ein 
Bischel bindrer Formen 5. Ordnung haben, wenn dazu konjugierte linear-unabhangige 
bindre Formen 5. Ordnung, &,, &,, &, &, als Punktkoordinaten gedeutet, eine Kurve 
liefern sollen, die in einem linearen Komplex liegt? 
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&=1+a,t+a,t*, § =t° {a, + 0}, 

&=¢,t+c,t*+t", &,=¢t {c, + 0}. 

Driickt man jetzt aus, daB zwischen den entsprechenden Linienkoordinaten 
eine lineare Gleichung mit konstanten Koeffizienten fir alle Werte von t bestehen 
soll, so findet sich, daB a,=0, cg =0 und a,¢c,=9 sein muB. SchlieBlich kann man 
noch durch eine multiplikative Anderung des Parameters und eine nochmalige 
Koordinatentransformation bewirken, da8 a,=c¢,=3 wird. Damit hat man die Kurve 








(7) &=14+8t*, &=#*, &=—8t+t*, 2 =2° 








die auch schon im vorgeschriebenen Komplex liegt. Alle der Annahme (6’) ent- 
sprechenden Kurven sind also zueinander kollinear. Jede von ihnen ist aber auch 
auf acht Arten zu sich selbst kollinear. Man sieht das letzte an dem Beispiel (7), 


wenn man die Gleichung aufstellt, von der die vier singuliren Stellen der Kurve 
abhangen: 


(8) t*+1=0. 


Es hat sich also aus der Annahme einer Doppeltangente nur eine Klasse von 
0 im vorgeschriebenen Komplex gelegenen Kurven 5. Ordnung (und Klasse) ergeben. 

In ganz aholicher Weise l4Bt sich dann auch die Hypothese der vierpunktigen 
Tangente behandeln. Man kommt dann zunichst zu den Gleichungen 


&=14+5ct", &=3t°, &=t+9et", &=5t*, 


und daraus ergeben sich, je nachdem ¢ + 0 oder c=0 ist, zwei Klassen untereinander 
aquivalenter Kurven: co’ Kurven, aquivalent mit 


(9) &=14+5t", &=3t°, &=t+90", 5 =5t', 
und oo° Kurven, Grenzfalle der durch (9) dargestellten, aquivalent mit 
(10) &=1, & =3t% &=t, §&=5t*. 


Die Kurve (9), die nicht auf einer Fliche 2. Ordnung liegt, hat drei singulire 
Stellen, eine von der Charakteristik (0,2) bei ¢=0, und zwei von der Charakteristik 
(0,1), die den Wurzeln der Gleichung 3¢°+2=0 entsprechen; die auf der Fliche 
2. Ordnung 3&,& —5é,& =0 enthaltene Kurve (10) hat nur noch zwei singulire 
Stellen vom Typus (0,2) bei £=0 und t=o0. (10) ist Grenzfall von (9), wie 
schon bemerkt, nicht aber auch von (7), wie die Figur der singulaéren Stellen zeigt. 

Ein besonderes Interesse haben die Kurven der Klasse (7), die nach dem 
Gesagten iiberhaupt keiner irreduzibelen Ausartung fahig sind. Wir zeigen: 

Unter den in einem linearen Komplex gelegenen Kurven 5, Ordnung (und Klasse) 
haben die mit Doppeltangente die fiir sie charakteristische Eigenschaft, da ihnen aus 
Komplexgeraden bestehende Vierseite eingeschrieben werden kinnen. 

Liegt nimlich eine Kurve 5. Ordnung in einem linearen Komplex, so gehen 
von jedem ihrer Punkte zwei Geraden des Komplexes aus, die die Kurve nochmals 
treffen. Es entsteht so eine Korrespondenz {2,2} auf der Kurve, und es kann 
damit von jedem Punkte der Kurve aus ein dieser eingeschriebenes Polygon kon- 
struiert werden, nach Art eines Ponceletschen Polygons. Wenn sich dieses Polygon 
einmal schlieBt, so schlieBt es sich immer, es gibt dann oo' solcher Polygone mit 
gleicher Seitenzahl. Ist nun diese Zah] gerade, so miissen die gegeniiberliegenden 
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Ecken des Polygons eine Involution auf der Kurve bilden. Ist ferner diese Zahl 
gleich vier, so kann das eingeschriebene Viereck zu einem Tetraeder erginzt werden, 
und die beiden letzten Kanten dieses Tetraeders miissen durch den Komplex (durch 
das Nullsystem) der Kurve einander zugeordnet sein. Ist t’ ein Doppelelement der 
genannten Involution, so ist die Tangente von t’ eine solche Tetraederkante, es sei 
denn, da t’ ein stationarer Punkt der Kurve ist. {Satz [11] in § 5.} Da sie ferner 
Komplexlinie ist, so fallt sie mit der ihr polar zugeordneten Geraden zusammen. Es 
fallen also auch die beiden Punkte zusammen, in denen die Ebene von t’ die Kurve 
noch trifft; der Punkt “a in dem sie vereinigt sind, ist das andere Doppelelement 
der konstruierten Involution, falls t” nicht ein stationarer Punkt ist. Die Verbindungs- 
linie von t’ und ¢” ist daher eine Doppeltangente der Kurve. Diese ist also, gegen- 
iiber der Gruppe G,, aquivalent mit der Kurve (7), der in der Tat eine Korre- 
spondenz {2,2} von der verlangten Eigenschaft zugehért. Eine leichte Rechnung 
liefert die Gleichung dieser Korrespondenz 


(11) (ts+%)(¢s—ié)=0, 


deren Reduzibilitat tibrigens ebenfalls ohne Rechnung eingesehen werden kann. Der 
bei der Ableitung ausgeschlossene Fall, in dem t’ oder t” ein stationérer Punkt der 
Kurve ware, kann aber gar nicht eintreten. Es folgt das wieder aus Satz [11] in 
§ 5, oder auch aus den Gleichungen (9) und (10) wenn man die zugehérigen Korre- 
spondenzen {2,2} wirklich bildet. 

Wir diirfen hiernach die Kurven der Klasse (7) kurz als Quadrupelkurven 
bezeichnen. 


Nach dieser Vorbereitung, die sich alsbald als niitzlich erweisen wird, betrachten 
wir der Reihe nach die Annahmen oder Hypothesen A,B,C, indem wir jedesmal 
fiir die Ordnung n, der enteprechenden Kurve x(t) einen méglichst kleinen Wert zu 
erzwingen suchen. Das geschieht, indem wir méglichst viele Punkte der Kurve §&(t) 
uns auf die Leitlinien der absoluten Kongruenz verlegt denken. Die Anzahl dieser 
Punkte ist nach dem Gesagten im giinstigsten Falle 4, wenn die Kurve z(t) zu 
einem einzahligen Verein fiihren soll, und sie ist notwendig 2, wenn sie einem zwei- 
zihligen Verein entspricht, da dann die Ebenen durch eine Leitlinie der absoluten 
Kongruenz eine gerade Anzahl beweglicher Punkte ausschneiden miissen und deren 
Anzahl >2 sein muB. 

A,. Die Kurve &(t) hat eine einzige vierpunktige Sekante mit vier getrennten 
Punkten auf der Kurve. 

Wir verlegen diese Sekante etwa in die linke Leitlinie der absoluten Kongruenz, 
woraus 4=1, o=5 folgt. Wir erhalten dann eine Kurve x(t) mit vier getrennten 
linkseitigen Tangenten auf der Flaiche z,z,—2,2,=0, die alle dreipunktig oder 
fiinfpunktig sein miissen, und folglich alle dreipwnktig sind, da die entsprechende 
Summe + (k!+L) (Summe von Verzweigungszahlen einer fiinfblattrigen Riemann- 
schen Flaiche vom Geschlechte Null)=8 sein mu8, und > ZL=4 und jeder einzelne 
ki >0 ist (Satz VI C). Alle vier Punkte auf der Sekante von &(t) gehdren also zur 
Charakteristik (0,0) und die entsprechenden Punkte der Kurve z(t) gehéren zur 
Charakteristik (0,1,0). Wir erhalten das System von Zahlen: 


n,=6, ,=10, »,=8, i= 


1 
(12) 
» @=d. 


w,=0, «a= 4, w,-= 


Umgekehrt liefert jede Kurve {1,5} oder {5,1} mit vier getrennten dreipunktigen 
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Tangenten eben diese Zahlen, und in der Regel™) fiihrt sie auch zu einer der hier 
gesuchten Kurven §(t), womit deren Existenz sichergestellt ist. Es gibt oo’ Kurven 
a(t) der beschriebenen Art; daraus folgt die Konstantenzah! der Kurven §é (t): 
C=7+(10—6)=11. Sie sind auf co' Klassen diquivalenter Kurven verteilt. 


Ein hierher gehdriges Beispiel ist (fiir jeden der beiden Werte von /—7) die Kurve 

(1s &=1—-y—-7t+2t", &=2¢(1+¢°), 

3) Z 
&,=2t°+y—7e*+e", &=8t°(1+8"); 


sie reprasentiert die (eimzige) Klasse aller Kurven des Typus A,, auf denen die 
Schnittpunkte mit der vierpunktigen Sekante ein harmonisches Quadrupel bilden (im 


Beispiel t= 0, CO, ¢=+7%). Ibre vier singuléren Stellen entsprechen den Wurzeln 
der reziproken Gleichung 


(14) 1+ y—7e—2t* + J—7t° + ¢t* =0%. 


A,. Die Kurve &(t) hat eine Doppeltangente (sie ist Quadrupelkurve). 

Jetzt ist die unter A, beschriebene Operation unméglich. Aber dafiir lassen sich 
hier vier Punkte eines Quadrupels (soweit sie voneinander verschieden sind) zu 
zweien auf die beiden Leitlinien der absoluten Kongruenz verteilen. Gehéren sie 
alle zur Charakteristik (0,0), so erhalten wir die Zahlen 
a=6, 9-10, «,=8, i=8, 
w,=0, w= 4, w=4, e=8. 


(15) 


Wir erhalten also jetzt Kurven {3,3} mit vier Selbstdurchsetzungen und je 
zwei dreipunktigen Tangenten in jeder Schar von Erzeugenden der Flache zz, — x, x, = 0. 
Umgekehrt liefert jede solche Kurve z(t) eine Quadrupelkurve §(¢). Die schon er- 
mittelte Konstantenzahl 10 dieser Kurven ergibt sich hieraus ebenfalls: 


C=(15—4—4)+(10-—6)—1=10 


(nicht C=11, da auf jeder Quadrupelkurve 00' Quadrupel liegen). Aus (8) und 
(11) geht sodann hervor, daB es solche Quadrupel aus lauier getrennten Punkten, 
unter denen singulire Stellen vorkimen, gar nicht gibt. Eine weitere Reduktion 
der Zahlen (15) ist also nicht méglich, solange die Voraussetzung nicht aufgegeben 
wird, daB man in der Kurve ¢(t) das Bild eines einzihligen Vereins vor sich hat. 
Die entgegengesetzte Annahme aber liefert tatsichlich kleinere Zahlen, und es zeigt 

%*) Natiirlich erhilt man hier auch Kurven mit unendlich vielen vierpunktigen 
Sekanten; siehe A,. 

‘®) Allgemein kann man, im biniaren Gebiet der Kurve, die vier — hier ge- 
trennten — Punkte auf der Quadrisekante willkiirlich vorschreiben. Die Abhiangigkeit 
der zugehérigen Klassen von Kurven §(t) von diesem Stellenquadrupel ist also nicht 
immer eindeutig. Hieraus ergeben sich Schwierigkeiten, die ich nicht habe iiber- 
winden kénnen. — 

Die im Texte bezeichnete Klasse spezieller Kurven wird auch reprisentiert 
durch die Kurve 
; & =2t(1—7t*), 
= &, =3t*(1—7¢*), 


in deren Parameterdarstellung keine [rrationalitat vorkommt. 


+ i) 


+7t, 
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sich, daB man bei Voraussetzung eines zweizihligen Vereins immer zu dem hier be- 
handelten Fall A, kommt. Suchen wir also iiberhaupt die Kurven &(t), die Bilder 
zweizdhliger Vereine sein kénnen. Wir erhalten dann sofort die Zahlen 


m=4, m=5, m=4, 1=2, 


15° 
\ o,=1, m=0, w=1, e=2. 


Diese Annahme erweist sich als der Wirklichkeit entsprechend: 


co* Quadrupelkurven sind Bilder zweizdhliger Vereine, und zwar der einzigen 
zweizdhligen Vereine vom Grade fiinf. Die entsprechenden Kurven x(t) sind Basis- 
linien von speziellen Biischeln einander beriithrender Flichen 2. Ordnung. Sie sind 
ndmlich irgendwelche Kurven 4. Ordnung und Klasse mit einem stationdren Punkt 
und einer stationdren Ebene. 

In jeder Schar von Erzeugenden der Flache z,2x,—2z,2,=0 gibt es in diesem 
Falle eine Tangente der Kurve z(t); also sind zwei Stellen vorhanden, an denen die 
beiden Blatter der orientierten Kurve miteinander zusammenhangen. Die entsprechen 
den Punkte der Kurve §(8) liegen auf den beiden Leitlinien der absoluten Kon 
gruenz und gehéren zur Charakteristik (0,1) (Satz VI, D). Zwei weitere Stellen 
derselben Charakteristik, die auf derselben Geraden der absoluten Kongruenz liegen. 
entsprechen der Stelle (0,0, 1) der Kurve z(t) (Satz VI, A). Die Stelle (1, 0, 0) 
aber liefert eine Gerade der absoluten Kongruenz, die die Kurve §(s) zweimal be- 
riihrt. Da alle zu den Zablen (15") gehdrigen Kurven z(t) schon gegeniiber der 


Gruppe G, miteinander Aquivalent sind, so ergibt sich noehmals die Konstantenzah| 
C= 10: 
C=6+(10—6). 
In dem Beispiel 
‘ 


(16) a=1-t*, 2,=t', w=t*(1-t), 2,=t*(1-t) 


erfolgt die Orientierung etwa durch Einfiihrung des neuen Parameters s mit Hilfe 


der Formeln 
s*—1 2+¢t 
t= 3 ti o= /3tt 
Die vier Stellen mit dreipunktiger Tangente der Kurze §(s) sind die Stellen 
s=00, —i, 0, i; die Doppeltangente beriihrt an den beiden der Stelle t= 0 zugeord- 
neten Stellen s= + 1. 


Mit dem in der Formel (7) benutzten, dort mit ¢ bezeichneten Parameter t~ 
haingt der Parameter s durch irgendeine der Substitutionen 


e+t* * sF1 
—,, t =e— 

e+t s+1 
zusammen, wo « eine primitive achte Einheitswurzel bedeutet. 

Die nun noch zu betrachtenden Vereine sind sdimtlich einzdhlig: 

A,. Die Kurve &(t) hat eine einzige vierpunktige Tangente. (Die durch (9) 
reprasentierte Klasse aquivalenter Kurven.) Auf diesen anscheinend minder interes- 
santen Fall gehe ich nicht naher ein. Man kann héchstens die Punkte der Kurve 
auf Leitlinien der absoluten Kongruenz verlegen, kann also die Ordnung einer ent- 
sprechenden Kurve x(t) nicht unter die Zahl 7 hinabdriicken. Man kann aber dabei 
die evidente Symmetrie der Kurve ausniitzen, die das Vorhandensein einer ausgezeich- 
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neten Trisekante bedingt. Im Beispiel (9) verbindet diese Trisekante, die dem Kom- 
plex der Kurve nicht angehdrt, die reguléren Stellen t= 00, t= > t=— :: 

A,. Die Kurve &(t) hat zwei vierpunktige Tangenten (sie liegt auf einer Fliche 
2. Ordnung). DaB die erste der zwei eben genannten Eigenschaften die zweite nach 
sich zieht, haben wir schon gesehen, es gilt aber auch das Umgekehgte. Es sind 
naimlich allgemein die Kurven, die zugleich in einem linearen Komplex und auf einer 
Flache 2. Ordnung liegen, Bahnkurven eingliedriger Untergruppen der Gruppe /',, 
des Komplexes. Sind sie algebraisch, so sind sie rational und haben nur zwei sin- 
gulire Stellen, die im vorliegenden Falle zur Charakteristik (0,2) gehdren miissen. 
E(t) liegt als Kurve {1,4} auf der in Beispiel (10) schon angegebenen Fliche 
2. Ordnung, und hat zwei Erzeugende dieser Fliche zu vierpunktigen Sekanten*’). 
Sie entsteht dadurch, daB man die Quadrupel einer zyklischen Projektivitaét von der 
Periode vier in der einen Schar von Geraden der Fiiche den Geraden der anderen 
Schar projektiv zuordnet. Verlegt man eine vierpunktige Sekante (die die Kurve 
nicht beriihrt) in eine der Leitlinien der absoluten Kongruenz, so erhilt man als 
Kurve z(t) eine spezielle Kurve der Familie (12); so im Beispiel 


(17) &=145t%, & =<5t*+t5 8 =5t(14+¢t"), & =—8¢°(1+¢") 
einer auf der Fliche 2. Ordnung 
25 (BE —5&,) & +9(5E, —&) & =0 


verlaufenden Kurve &(t), die ihre singuliren Stellen bei f= + 1 hat, und von der 

die linke Leitlinie der absoluten Kongruenz eine der vierpunktigen Sekanten ist 

(t=co, —i, 0, i). Die entsprechenden Kurven z(t) sind unter den zuvor (A,) be- 

scuriebenen Kurven 6, Ordnung (unter anderem) dadurch ausgezeichnet, daB ihre 

vier im allgemeinen getrennten singuliren Stellen der Charakteristik (0,0,1) zu 

zweien zusammengeriickt, zu zwei Stellen der Charakteristik (0, 0, 2) vereinigt sind 
B. Die Kurve &(t) hat ein stationdres Element (Punkt-Ebene). 


Durch eine ahnliche Uberlegung wie im Falle der Doppeltangente findet man 
miihelos, daB alle hierher gehérigen Kurven £(t¢) aquivalent sind mit dieser: 


= t*, 


wry 


(18) E=1+t, &=¢°, &=5t°+2t°. 


Die singulare Stelle (1, 0) liegt hier bei t= 0, die beiden iibrigen (0, 1) liegen 
bei t=} und t=00. Jede dieser Kurven ist auf zwei Arten mit sich selbst aqui 
valent; die Konstantenzahl ist C= 10. 

Im Falle der Kurve (18) liegen die beiden singulairen Stellen t= 0, co auf der 
linken Leitlinie der absoluten Kongruenz. Die entsprechende Kurve z(t) gehért zu 
den Zahlen 


(19) 


- 


n,=7, n=10, nz=7, A=2, 


w,=2, w= 4, w=2, e=5. 


Sie hat zwei Selbstdurchsetzungen und vier verschiedenartige singulare Stellen 
mit den Charakteristiken (0,0, 1) {Typus A des Satzes V1}, (1,0,0) (Typus B), 
(0, 8,0) und (1,1,1) {Typus C}. Es la8t sich aber auch die Ordnung n, = 6 er- 


5”) Dasselbe folgt auch daraus, da8 diese Kurven {1,4} autokorrelativ sein 
miissen. 
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reichen, da eine der Geraden durch den stationdren Punkt die Kurve noch zweimal 
5 —1+ 7-3 a 
trifft { nimlich, im Beispiel, an den Stellen ¢= aa = — \. In dem Beispiel 


- 2 ‘ 
&,=t' (1—38t*), 


‘4 


- 2 
r= 1—100°+45¢*, 


> 5 
&,=¢ , 


{20 


wre 


,»=5¢°(1-—38t") 


ist die vierpunktige Sekante die linke Leitlinie der absoluten Kongruenz. Die ent- 
aprechende Kurve z(t) gehért zu den Zablen 


n,=6, 2,=10, a, = A 


, 


21) 


lt 
ao = 


7 
w=0, w= 5, «w,=2, 


~ 


> 


Sie hat fiinf singulare Stellen, zwei mit der Charakteristik (0,0, 1) {Typus A des 
Satzes VI}, eine mit der Charakteristik (0, 3,0) und zwei mit der Charakteristik 
(0,1,0) {Typus C}. Sie hat also unter den linkseitigen Erzeugenden eine fiinf- 
punktige und zwei dreipunktige Tangenten. 

C. Die Kurve &(t) hat zwei stationdre Elemente ( Punkt-Ebene). 

Sie liegt dann auf einer Flache 2. Ordnung als Kurve {2, 3} und ist aiquivalent 
mit der Kurve 


(22 E=1, & =t*, &=t*®, &=50°. 


tre 
vr 


Die Verbindungslinie der beiden singularen Stellen ist die einzige vierpunktige Se- 
kante. Die Konstantenzahl C ist =9. Jede dieser Kurven gestattet eine Unter- 
gruppe (y{, 7{) der Gruppe J,,. 


10. Singulire Vereine. 


Unter den im vorigen Paragraphen beschriebenen Vereinen haben sich 
einige gefunden, die eingliedrige analytische Untergruppen der Gruppe G,, 
zulassen, und daher zu Klassen von Vereinen gehéren, in denen die Kon- 
stantenzahl des einzelnen Vereins den Maximalwert zehn nicht erreicht. 
Man kann alle diese Vereine als singuldre Vereine zusammenfassen. Sie 
zu bestimmen hat keine Schwierigkeit: 

Abgesehen von den zyklischen Vereinen haben sie zu Bildern unebene 
Kurven, die auf Flachen 2. Ordnung liegen, und kollinear sind zu den aus der 
Euklidischen und Nicht-Eaklidischen Geometrie wohlbekannten Schrauben- 
linien. Sie sind transzendent oder rational, und sie haben fast alle die 
Konstantenzahl 9. Die entsprechenden Kurven 2x(¢) sind bei geeigneter 
Lage der Kurve &(t) gegen die absolute Kongruenz in der Regel eben- 
solche Kurven, d. h. auch unter ihnen befinden sich solche, die in linearen 
Komplexen enthalten sind. (Eine Ausnahme bildet der Fall, in dem die 
Kurve £(t) auf einem einzigen Kegel 2. Ordnung verlauft.) 

Wir geben der Kiirze halber nur die verschiedenen Klassen algebra- 
ischer und also rationaler Kurven derart an. Gehen wir von einer geeig- 
neten Kurve z(t) aus 


+b D 
(1) a=1, =", =, a=, 





a tee fe. 


/_A es ae ee oe 








Geometrie der Kreise und Kugeln. 233 


wo a und 6 teilerfremd sein miissen, und wo, nach Ausschaltung der 
ebenen Kurven «(t) (a=6=1), a<b}b angenommen werden darf, so er- 
halten wir bereits alle Klassen unebener rationaler singulérer Kurven é(¢) 
reprasentiert durch die Bilder der ebenfalls in linearen Komplexen ge- 
legenen Kurven (1). Es ist entweder a=1, 6=1 (mod 2), und dann 


erhalten wir 
yz b-a 


' co 7 
(2) & =i, é=t’, f=)5t?, &= Vit? ; 


oder es ist a+ 6 =1 (mod 2), die Kurve z(#) liefert einen zweizahligen 
Verein, und man erhalt, wenn ¢ = * gesetzt wird, als ihr Bild die Kurve 


% FP 
(3) &,=1, é, = g%), &,=|/58*, &,= | iete. 


Hierher gehéren die im vorigen Paragraphen betrachteten Kurven- 
klassen » = 4 (Formel 5c*); »=5, A, (Formeln 10 oder 17); »=5, © 
(Formel 22). 

Zu der Familie (2) gehédren die Knrven (a =1, 6=3), und diese 
stellen in gewissem Sinne eine Ausnahme dar. Man erhalt Kurven é(t) 
der dritten Ordnung und Klasse, die bekanntlich, allein unter allen unebenen 
Kurven des gewohnlichen Raumes, dreigliedriye Kollineationsgruppen zu- 
lassen, und also niichst den Bildern zyklischer Vereine die kleinste Kon- 
stantenzahl haben: sieben bei vorgeschriebenem Komplex. 

Diese Kurven 3. Ordnung und Klasse, oder also die Vereine dritten 
Grades und vierten Ranges verdienen eben deshalb, weil sie unter den 
singuléren Vereinen selbst wieder einen singuléren Fall darstellen, ein 
genaueres Studium, in das wir nunmehr eintreten wollen. 

Es mu8 hier angenommen werden, da8 der Leser unmodern genug 
ist, einige Kenntnis der rationalen unebenen Karven 3. und 4. Ordnung 
oder Klasse zu besitzen. Wo es sich jedoch um Dinge handelt, die 
vielleicht nicht als zum Hausgerit des Geometers gehérig betrachtet wer- 
den diirfen, da sollen Literaturnachweise gegeben werden. 

Vorausgeschickt werde noch, daB die Worte ,,harmonische Lage“, 
» aquianharmonische Lage“ von vier Stellen oder Punkten eines binaren 
Gebietes oder ahnliche Worte nicht ganz im herkémmlichen Sinne ge- 
braucht werden sollen. Wir wollen namlich Grenzfalle, in denen die vier 
Stellen oder Punkte alle oder zum Teil zusammenriicken, von dieser 
Terminologie nicht ausschlieBen™). Danach bildet die Figur von vier 
Punkten einer Geraden, deren mindestens drei zusammenfallen, sowohl ein 

**) Das wiirde sich wohl auch sonst empfehlen. Die iibliche Ausdrucksweise 
verursacht groBe Umstindlichkeiten, die man, statt durch Verbesserung der Termino- 
logie, durch Formulierung inkorrekter Behauptungen aus der Welt zu schaffen pflegt. 

Mathematische Annalen. 83. 16 
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harmonisches als auch ein ,,dquianharmonisches“‘ Quadrupel. Die ,, aqui- 
anharmonische“‘ Lage wird allgemein gekennzeichnet durch das Verschwin- 
den der Invariante zweiten Grades, die ,,harmonische“ allgemein durch das 
Verschwinden der Invariante dritten Grades einer binaren Form 4. Ordnung. 


E. Study. 


Die folgenden Eigenschaften kennzeichnen, jede schon fiir sich allein, 
als die einfachsten unter allen unebenen analytischen Kurven im pro- 
jektiven Kontinuum (4. Stufe) eine Familie oder vielmehr ,,Klasse“ von 
oo** rationalen Kurven ( c* ), die alle zueinander kollinear und korrelativ sind: 

la,b). Sie sind algebiaisch und ihre Ordnung oder ihre Klasse hat 
den niedrigsten iiberhaupt méglichen Wert (drei). 

2. Sie sind algebraisch und ihr Rang hat den niedrigsten méglichen 
Wert (vier). 

3. Sie sind algebraisch und frei von singuliren Stellen. 

4. Jede dieser Kurven gestattet eine Kollineationsgruppe von még- 
lichst hoher Parameterzahl (eine dreigliedrige Gruppe). 

Die Eigenschaft 3, die zwar sehr nahe liegt, aber doch noch nicht 
als eine charakteristische Eigenschaft dieser Kurven hingestellt worden zu 
sein scheint, ergibt sich aus den diophantischen Gleichungen (1) in § 7, 
wenn man sich der Bedeutung der Zahlen p, n,,n,,, erinnert. 

Halten wir uns weiter gegenwiartig, daB jede Kurve C* in einem 
linearen Komplex liegt®*), so sehen wir, da® wir sie als Bilder von 
Vereinen brauchen kénnen, die dann durch entsprechende Eigenschaften 
1, 2,3, 4 gekennzeichnet sind. Die Konstantenzahl eines solchen Vereins 
ist natiirlich 12 — 5 = 7, an Stelle der unter 4. genannten Kollineations- 
gruppe tritt, wie schon bemerkt wurde, eine (gleich jener analytische) 
Untergruppe G, der Gruppe G,, von Beriihrungstransformationen. 

Wir nennen einen solchen Verein dritten Grades kurzweg einen Verein V *. 
Die Eigenschaften der zugehérigen Kurve z(t) werden abhiangen von der 
Lage des Bildes C* gegen die absolute Kongruenz. Die absolute Kon- 
gruenz wird nun im allgemeinen vier getrennte Geraden (Tangenten) der 
Kurve C* enthalten. Vier verschiedene Geraden derart kénnen nicht 
dquianharmonischen Stellen der Kurve entsprechen, sind aber sonst keiner 
Beschrankung unterworfen. In der Tat wiirden, nach einer bekannten 
Eigenschaft der Kurven C*, vier aquianharmonische Tangenten nur eine 
einzige Sekante zulassen — eine Gerade des linearen Komplexes, in dem 





*) Ist die Kurve symbolisch dargestellt durch eine gleich Null gesetzte qua- 
ternar-lineare, binar-kubische Form, also durch eine Gleichung 


(UM) (ut)*=0, 
(MM'XY)(up’)*=0 
die Gleichung des Komplexes, in dem die Kurve liegt. 


£0 ist 
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die Kurve liegt —, nicht aber, wie hier, ihrer zwei. Umgekehrt ist klar, 
daB jedesmal, wenn vier getrennte Tangenten der Kurve zwei verschiedene 
Sekanten zulassen, diese vermége einer Kollineation der Gruppe I, mit 
den beiden Leitlinien der absoluten Kongruenz zur Deckung gebracht 
werden kénnen. 

Entsprechendes gilt fiir Grenzlagen dieser Figur, die in 2-cc* und 
2-co*® Exemplaren vorhanden sind, und sofort ermittelt werden. Wir 
gelangen nun ohne Miihe zu dem folgenden Lehrsatz: 


XII. Die Vereine dritten Grades (vierten Ranges) sind sdmtlich 
einzadhlig. Die zugehdrigen Kurven x(t) sind identisch mit den (ratio- 
nalen) nicht-dquianharmonischen Kurven 4. Klasse, die auf der 
Flache 2. Ordnung xx, — x, x, = 0 liegen; nadmlich mit rationalen Kurven 
4. Klasse, deren singuldre Stellen im bindren Gebiet der Kurve ein nicht- 
dquianharmonisches Quadrupel bilden. 

In der Tat werden die bezeichneten Kurven durch die zu Vereinen V* 
gehérigen Kurven 4. Klasse (,,Kurven I“) erschépft. Zunichst nimlich 
kann eine irreduzibele Kurve J“, die auf einer nicht-singuliren Flache 
2. Ordnung liegt, gewi8 nicht elliptisch sein, nicht dem Werte p=1 der 
Geschlechtszahl entsprechen. Fiir diese elliptischen Kurven hat man ja 
n, =12, n, = 8, n,= 4, also n, >n,, wahrend nach Formel (18) in § 7 
n, <n, sein miiBte. Die Kurve I‘ ist demnach rational (p=0), und 
hat singulare Stellen, die den Wurzeln einer Gleichung 4. Grades ent- 
sprechen. Diese singuliren Stellen kénnen entweder a) alle voneinander 
verschieden sein, oder b) zwei von ihnen kénnen zusammengeriickt sein, 
oder c) zweimal zwei kénnen zusammengeriickt sein. Dagegen ist durch 
die Forderung, da8 die singularen Stellen auf der Kurve nicht Aqui- 
anharmonisch liegen diirfen, die vierte Méglichkeit d) ausgeschlossen, der 
zufolge drei der singularen Stellen zusammenriicken wiirden”). 

Nun liegt jede rationale Kurve 4. Klasse auf mindestens einer Flache 
2. Ordnung. Sie liegt namlich sicher auf der Flache 2. Ordnung, die den 
Ort aller Punkte des Raumes darstellt, von denan aus vier aquianhar- 
monische Ebenen (Ebenen mit dquianharmonischen Argumenten) an die 
Kurve gehen®’). Sicher gibt es auch, wie wir schon gesehen haben, 


®) Siehe die Bemerkung am Schlu8 des Paragraphen. — Eine weitere Miéglich- 
keit (e), bei der alle vier singularen Stellen zusammenriicken wiirden, kommt iiber- 
haupt nicht in Betracht, da die Kurve J dann reduzibel wird. 


*) Ist die Kurve J‘ als Ort ihrer Ebenen gegeben durch eine (symbolische ) 
Gleichung (NX) (vt)‘=0, so ist 


(LX)*= . (NX) (N’ X) (vv’)*=0 


die Gleichung dieser Flache 2. Ordnung. 
16* 
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Kurven J", die auf der Flache z,2,— x,2,—= 0 liegen. Machen wir aber 
die Annahme, es liege eine Kurve z(#) des Typus a), b) oder c) vor, 
und sie sei auf der Flache zz, — 2,2, = 0 enthalten, so finden wir, bei 
Anwendung des Orientierungsprozesses, Kurven, die zu Bildern Kurven C* 
haben. Zugleich ergibt sich nochmals, daf die Kurven I‘ nicht dquianhar- 
monisch sind, und daB jede von ihnen nur auf einer Flache 2. Ordnung 
liegt, die mithin identisch sein mu8 mit dem soeben beschriebenen Punkt- 
ort. Per exclusionem folgt noch, daB die uns hier nicht interessierenden 
aquianharmonischen Kurven J"* auf je einem Kegel 2. Ordnung liegen **), 

Als Erganzung zum Satze XII setzen wir noch eine genauere Be- 
schreibung der Kurventypen a), b), c) und der Bilder der zugehérigen 
Vereine hierher: 


XIII. Es entsprechen einander auf der absoluten Flache und im 
Bildraume : 

a) co’ Kurven 6. Ordnung, ge- a) co’ Kurven C’*, die mit keiner 
horig zu Korrespondenzen {3,3} | Leitlinie der absoluten Kongruenz 
zwischen den Erzeugenden der| einen Punkt, und folglich auch 
Flache 2. Ordnung, und zu den | mit keiner eine Ebene gemein haben. 


Zahlen Jede solche c* hat vier getrennte 
n, = 6, n, = 6, n= 4; | Geraden in der absoluten Kongruenz 
w,=4, w,=0, w,=0, | (entsprechend vier nicht Aaquianhar- 

[4, 0, 0] monischen Stellen der Kurve). 
=4(1, 0, 0).™) 
b) 2-co* Kurven der 5. Ord- b) 2-co* Kurven C”*, deren jede 


nung, gehorig zu Korrespondenzen | mit einer Leitlinie der absoluten 
{2,3} oder {3,2} und zu den| Kongruenz einen Punkt und mit 


Zahlen der anderen eine Ebene gemein hat. 

n,=5, n= 6, n, = 4; Eine doppelt zahlende und zwei 

w, =2, w,=1, w,=0. einfache Geraden in der absoluten 
(2,1, 0] Kongruenz. 





0,1,0)+ 2(1, 0, 0).™) 


=) Das laBt sich, auf minder einfache Art, natiirlich auch durch Rechnung er- 
welsen 


So deuten wir an, da8 sich das Zahlentripel | w,, w,, w,] = 4,0, 0] aus vier 
Tripeln (1, 0,0) — solchen des Typus B — zusammensetzt. 

Statt von stationiéren Punkten spricht man in solchem Zusammenhang gewohn- 
lich von Spitzen. Es gibt aber noch andere ,Spitzen“ als solche vom Typus (1, 0, 0), 
und auBerdem hat das Wort in der Geometrie des komplexen Gebiets im Grunde 
gar keinen Sinn. 

“) Zwei stationire Punkte und eine station&re Tangente — Singularitaten der 
Typen B und C (Bd, 87, 8S. 221). 
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nung, gehérig zu Korrespondenzen 
{1,3} oder {3,1} und zu den 
Zahlen 
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c) 2-co® Kurven C*, deren jede 
mit einer Leitlinie der absoluten 
Konvergenz zwei Punkte und mit 
der anderen zwei Ebenen gemein hat. 








Zwei doppelt zihlende Geraden 
in der absoluten Kongruenz. 


n,=4, n,=6, ng = 4; 
w,=0,w,=2, v1, = 0. 
[0, 2, 0] 
= 2(0, 1, 0). 


Die links aufgezihlten Kurven 4. Klasse bilden zusammen ein Kon- 
tinuum, das alle auf der absoluten Fliache enthaltenen irreduzibelen Kurven 
4. Klasse umfaBt. Bei Ubergang von a) zu b) oder von b) zu c) spaltet 
sich jedesmal von der als Ort von Punkten aufgefaBten Kurve I“ eine Erzeu- 
gende der absoluten Flache ab. Jede dieser Kurven I“ kann auf zwei 
Weisen orientiert werden; sie liefert dann zwei gepaarte Kurven o*. 





Ein besonderes Interesse haben die Fille a) und c) {a) unter anderem 
deshalb, weil hier allein auf einer reellen Kugel Kurven I”* mit reellem 
Zug vorkommen kénnen }. 


Im Falle a) miissen die vier singularen Stellen auch auf der abso- 
luten Flache eine besondere Lage haben. Zunichst sind sie durch evidente 
Ungleichungen beschriinkt, die aussagen, daB keine zwei der vier Punkte 
durch eine Erzeugende der absoluten Fliche verbunden werden kénnen, 
und da8 alle vier nicht in einer Ebene liegen. AuBerdem muB aber 
noch eine weitere Beschrinkung bestehen, da vier beliebige Punkte auf 
einer Flache 2. Ordnung bereits von acht Konstanten abhingen, wahrend 
die Konstantenzahl der vorliegenden Figur nicht gréBer als sieben sein 
kann. Die weitere Beschrankung wird dann durch eine Gleichung aus- 
zudriicken sein: Sie ist eine Form der Bedingung dafiir, daB vier Geraden 
in der absoluten Kongruenz Tangenten von einer Kurve 3. Ordnung und 
folglich von unendlich vielen solchen sein kénnen. Sie la8t sich unschwer 
ermitteln®*). Sie ergibt sich naémlich unmittelbar aus der Bemerkung, 
daB die bilinearen Kollineationsinvarianten von je zweien der vier Tan- 
genten einer C” proportional werden den vierten Potenzen der binaren 
bilinearen Invarianten der zugehérigen Argumente (Paare homogener Ar- 
gumente ¢, und #,), also proportional zu den GréBen 


(#;t,)° = (t;5tes — tig ts) {é,b=1... 4}. 


Jene Kollineationsinvarianten sind nun auch proportional den Produkten der 
%) Vgl. A. VoB, Math. Ann. 18 (1878), S. 170 und zwei Abhandlungen des 
Verfassers, Leipz. Ber. 1896, S. 200 u. ff. und 1916, S. 65 (sowie die im Vorwort ge- 
nannten Artikel von H. Mohrmann. Zusatz 1921). 
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entsprechenden bilinearen Invarianten (1;1,) und (r,r,); (¢; t,)* = o-(1,1,)(r, r,); 
die gesuchte Bedingung stellt sich daher iibersichtlich in der irrationalen Form 


VE) (Gh) (rita) (Par) 
(4) + WU), h,)-(r: 15) (Fa) 
+ WI) (b1,)-(7,7,) (%e%) = 0 


dar, wobei die Zeichen (l,,7;) fiir i=—1,2,3,4 den Erzeugenden der 
Flache 2. Ordnung entsprechen, die durch die vier singularen Punkte der 
betrachteten Kurve 6. Ordnung gehen. 

Die Produkte (1,1,) (r;r,) unter den Wurzelzeichen sind nun wiederum 
proportional bilinearen Invarianten des Typus 


(5) (ay) = oY, + 7, Yo — %2Ys — Ts Ye 


von je zweien der Punkte (i), (k) gegeniiber der Gruppe G,.**) Bezeichnen 
wir also die vier Punkte hier einfach durch die ihnen entsprechenden Ziffern, 
so daB (ik) die Bedeutung einer Invariante des Typus (5) und (1234) 
die Bedeutung der alternierenden Invariante (Determinante aus den Ko- 


ordinaten) aller vier Punkte erhilt, so ergibt sich schlieBlich der folgende 
Lehrsatz: 


Vier Punkte 1,2,3,4 auf einer nicht singuldren Flache 2. Ordnung 
kénnen nur dann die singuldren Stellen einer auf der Flache verlaufenden 


Kurve 6. Ordnung und 4. Klasse sein, wenn die folgenden Bedingungen 
erfillt sind: 


(6) (ik)+0 {i+k,i,k=1...4}; (1234)+0; 





(7) V(12) (34) + V0 8) (42) + Vii 4) (28) = 0. *) 


Diese Bedingungen sind, wie gesagt, wie namlich ihre Ableitung es 
zeigt, erschépfend. Es kann also die Ungleichung 


(8) V(i2)(34)-+ V3) 42) + VAD) 23) +0, 

die ausdriickt, daB die Argumente der vier Punkte nicht aquianharmonisch 
sind, nichts wirklich Neues liefern. In der Tat ist diese Ungleichung hier 
eine Folge der Ungleichung (1234) + 0. *) 


Weitere Eigenschaften unserer Kurven 6. Ordnung 4. Klasse werden 
durch korrelative Ubertragung aus Eigenschaften von rationalen unebenen 





*) Leipz. Ber. 1896, S. 200. 

*) Die vier Punkte sind dann tatsichlich die singuliren Stellen von einer oder 
zwei Kurven 4. Ordnung. Siehe § 10. 

*) Leipz. Ber. 1896, S. 202. 
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Kurven 4. Ordnung erhalten. So liegt jede in einem tetraedralen Komplex, 
dessen Tetraeder das Tetraeder der vier stationiren Punkte der Kurve ist ®). 
Ferner gilt: 


Jede der beachriebenen Raumkurven 6. Ordnung 4. Klasse ist Durch- 
achnitt der Flache 2. Ordnung, auf der die Kurve liegt, mit einer be- 
stimmten Flache 3. Ordnung, die in den stationdren Punkten der Kurve 
Doppelpunkte hat. Diese Flache ist der Ort aller Punkte, von denen aus 
vier harmonische (Schmiegungs-) Hbenen an die Kurve gelegt werden 
konnen. Auf thr ist die Kurve asymptotische Linie”). 

Eine bemerkenswerte Besonderheit haben ferner die ,,harmonischen‘ 
Kurven I"*, deren singulare Stellen ein harmonisches Quadrupel bilden. 


Eine rationale unebene Kurve 4. Ordnung liegt bekanntlich in der 
Regel nur auf einer einzigen Flache 2. Ordnung, auf der sie dann durch 
eine Korrespondenz {1,3} erzeugt wird. Ausgenommen sind jedoch die 
Kurven mit Doppelpunkt, die auch als Grenzfille elliptischer Kurven 
4. Ordnung betrachtet werden kénnen. 


Das Auftreten eines Doppelpunktes bedeutet nun fiir das binare Gebiet 
der Kurve das Auftreten einer binéren Form 2. Ordnung, die apolar ist 
zu der binaéren Form 4. Ordnung (oder vielmehr zu den binéren Formen) 
(at)*, deren Nullstellen die singularen Stellen der Kurve C* sind. Das 
ist eben der Fall der harmonischen Kurven C‘; die Hessesche Kovariante 
von (at)* wird dann das Quadrat einer zu (at)* apolaren Form 2. Ordnung 
(oder proportional dazu). 

Die harmonischen Kurven 4. Klasse gehéren nun alle zu unserer 
Familie a), sie sind von der 6. Ordnung, mit Ausnahme der oben 8. 235 
unter d) bezeichneten Grenzfille, die hier nicht in Betracht kommen. Bei 
diesen Kurven 4. Klasse finden wir also die Eigenschaften, die zu den eben 
genannten korrelativ sind. Sie liegen auf unendlich vielen Flachen 2. Klasse, 


*) Leipz. Ber. 1886 (nicht 1296), S. 7. 

*) Hier brauchen iibrigens die iquianharmonischen Kurven nicht ausgeschlossen 
zu werden. Ahnliches gilt natiirlich auch in den Grenzfillen b), c), nur ist dann die 
Kurve nicht mehr ein vollstandiger Durchschnitt. 

Die reziproke Figur, in der an Stelle der Fliche 3. Ordnung eine Steinersche 
Flache auftritt, ist Leipz. Ber. 1886, 8.9 naher beschrieben. Doch fehit dort der Satz, 
da8 die Ebenen der Steinerschen Fliche die Kurve 4. Ordnung in harmonischen Qua- 
drupeln treffen. Wir iiberlassen diese Erginzung dem Leser. — 

Ist die hier im Texte betrachtete Kurve I“ durch eine Gleichung (NX) (vt)‘=0 
gegeben, so ist 


(SX)*= 5 (WX) (N’X)(N" X) (vv’)® (vy) ® (vv) "= 0 


die Gleichung der zugehérigen Fliche 3. Ordnung. 
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oder, wie man gewohnlich sagt, ihre Ebenen sind solchen ,,Flichen“ um- 
schrieben. Jede hat ferner eine Doppelebene, d.h. es gibt eine Ebene, 
die an zwei verschiedenen Stellen als Schmiegungsebene fungiert. Diese 
ausgezeichneten Stellen werden durch die auf das Quadrat einer quadra- 
tischen Form reduzierte Hessesche Kovariante der Form (at)* bestimmt”’). 
Orientiert man die harmonische Kurve, so erhalten diese beiden Stellen 
antizyklische Lage. 

Ein gewisses Interesse hat auch, wie bemerkt, der Fall c) der Kurven 
a(t) 4. Klasse wnd Ordnung. Diese aber haben wir in anderem Zusammen- 
hang schon betrachtet: In § 9 traten sie nicht als Kurven z(t), sondern 
als Bildkurven é(t) auf. 


Es sind, wie dort gesagt, die Kurven 4. Ordnung, die zugleich auf 
einer nicht singularen Flache 2. Ordnung {z,7, — z,2, = 0} und in einem 
linearen Komplex liegen. 


Allen Fallen a), b), c) gemeinsam ist schlieBlich der folgende Satz, der 
die Ubersetzung einer schon benutzten Eigenschaft der Kurven 3. Ordnung 
und Klasse darstellt: 


Die vier zyklischen Vereine, die einen Verein vom Range vier oskulieren 
und zugleich einen gegebenen zyklischen Verein beriihren, beriihren beide 
Vereine in vier dguianharmonischen Stellen. LaS8t man den gegebenen 
zyklischen Verein zweizahlig sein, so erhalt man wieder die Flache 
¥_%, — ZX, = 0 als Ort der Punkte, von denen aus vier dquianharmonische 
Ebenen an die Kurve gehen. 


Wir schlieBen mit einer Bemerkung, die eigentlich nicht mehr hierher gehért, 
aber zur richtigen Auffassung des Vorgebrachten beitragen wird: 

Auber den beschriebenen 00° Kurven 4. Klasse, die alle nicht-dquianhar- 
monisch sind, gibt es auf jeder nicht-singuldren Fliche 2. Ordnung (nur) noch eine 
weitere Familie irreduzibeler Kurven 4. Klasse. Sie besteht aus 00° Kurven, und diese 
sind alle dquianharmonisch, sind aber spezielle Kurven derart. Sie sind nicht 
(wie man nach der Konstantenzahl vermuten kénnte) Grenzfdlle von Kurven der 1. Familie 
(deren Kontinuum zu Grenzstellen nur zerfallende Kurven hat). 

Die Kurven der zweiten Familie sind die von uns in anderem Zusammenhang (§ 9) 
schon betrachteten co* Kurven der 4. Klasse und Ordnung, deren jede zwei singulire 
Stellen mit Charakteristiken (1,0,0) und (0,0,1), also einen stationiren Punkt und 
eine stationire Ebene hat. Jede von ihnen ist, als Kurve 4. Ordnung betrachtet, 
Basis eines Biischels von Flichen 2. Ordnung, unter denen ein (einziger) Kegel vor- 
kommt. Die irreduzibelen Kurven 4. Klasse, die als Orter von Punkten auf Kegeln 


") Ist die Kurve, wie zuvor, gegeben durch eine Gleichung (NX) (vrt)‘=0, so 
ist, abgesehen von einem Zahlenfaktor, itiber den noch zweckmaBig zu verfiigen ist, 


(at)* = (N,N,N, N,) (¥,%)... (5%) (%,t) (met) (48) (rt) 
= (N,N, N,N) (71 %)* (v0%)* (rt) (met) (rgt) (ret ). 
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2. Ordnung verlaufen, sind aber alle aquianharmonisch (S. 236). Die nicht weiter 
spezialisierten unter ihnen haben vier getrennte stationire Punkte; eine solche Kurve 
liegt auf keiner weiteren Fliche 2. Ordnung. Im vorliegenden Falle aber sind drei 
dieser Punkte zusammengeriickt, und dadurch, in der Grenze, als Punkte (1,0, 0) ver- 
schwunden: An Stelle der drei Punkte ist die stationire Ebene (0,0,1) erschienen. 
Natiirlich kénnen aber dieselben Kurven auch als spezielle iquisnharmonische Kurven 
4. Ordnung aufgefaBt werden. In diesem Falle ist dann umgekehrt der singulire Punkt 
(1,0, 0) aufzufassen als entstanden durch Zusammenriicken von drei stationiren Ebenen 
(0,0,1). Die binaéren Formen 4, Ordnung, die den singuliren Stellen entsprechen, 
sind daher verschieden, je nachdem man eine solche Kurve als Kurve 4. Ordnung 
oder als Kurve 4. Klasse betrachten will. Ist das eine Mal (at)* =(a,t) (a,t)’, 80 
ist das andere Mal (at)* oder besser (a*t)*=(a,t)* (at) zu setzen. 


( Fortsetzung folgt. ) 


(Eingegangen am 10. 7. 1921.) 








Uber die invariante Darstellung algebraischer Funktionen 
einer Verinderlichen. 


Von 


K. Petri in Wollmesheim (Pfalz). 


Im folgenden Aufsatz beschaftige ich mich mit der Darstellung der 
algebraischen Funktionen einer Variablen in invarianter Form. Die 
Quotienten der Formen ,,p“ haben invarianten Charakter; deutet man 
die p @ als homogene Koordinaten eines linearen Raumes Ry’, von 
p —1 Dimensionen, so ist jede zur gleichen Klasse gehérige algebraische 
Kurve umkehrbar eindeutig transformierbar in eine C*?~* im RY” ,; aus- 
genommen ist allein der hyperelliptische Fall, in dem man eine doppelt 
iiberdeckte C”~* erhilt; abgesehen von Kollineationen gibt es jeweils nur 
eine solche 0*?~*. 

Die folgenden Untersachungen beziehen sich nun mit einziger Aus- 
nahme des hyperelliptischen Falles auf jeden Kérper des Geschlechtes p. 
M. Noether') hat zuerst die charakteristische Funktion des Moduls der 
c*?~* bestimmt als: 

z(u) =(24—1)(p—1) 
und gefunden, daB dieser Wert schon fiir « = 2 richtig ist und zwar fiir 
jeden noch so speziellen Fall mit Ausnahme des hyperelliptischen; die 
c*?-* ist demnach gerade ip— She — 5) quadratischen Hyperflachen ge- 
meinsam, und es liegt nahe fiir p > 4 diese Flachen zur Bestimmung der 
Kurve heranzuziehen. 


1) M. Noether, Uber die invariante Darstellung algebraischer Funktionen, Math. 
Ann. 17, S. 263; die Aufstellung der y-Relationen fiir den allgemeinen Fall p = 5, 6,7 
findet sich Math. Ann. 26, 8.143. Weitere Literaturnachweise bei A. Brill und 
M. Noether, Die Entwicklung der Theorie der alg. Funktionen usw., Jahresber. d. 
Deutschen Math. Ver. 3 (1894) sowie Enz. d. Math. Wissenschaften III C4. — Die 
vorliegende Arbeit ist aus der persdénlichen Anregung von M. Noether hervorgegangen, 
fiir ihre Miihe bei Durchsicht und Kritik bin ich Fri. E. Noether dankbar. 
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So erhilt man fiir p=5 die C* als Schnitt dreier allgemeiner /’, 
fiir p = 6 hat man den gemeinsamen Schnitt von sechs f'” usf.; doch kennt 
man schon fiir niedrige Werte von p Fille, wo die quadratischen Relationen 
zwischen den zur Bestimmung der C*”~* nicht ausreichen, z. B. fiir p= 6 
den Fall einer ebenen C° ohne Doppelpunkte*), 

Ich gebe nun in § 1 allgemein giiltige Methoden, die sich einzig auf 
den Riemann-Rochschen Satz stiitzen, zur Aufstellung von Relationen, 
welche die C*?~* bestimmen. In §2 werden dann diejenigen Fille be- 
stimmt, in denen die quadratischen Relationen zur Bestimmung des Kérpers 
nicht ausreichen, sondern noch kubische Relationen nétig sind. Es gibt 
nur zwei solche Fille: Entweder existiert im Kérper eine g}, dann haben 
die quadratischen Relationen samtlich eine 2-dimensionale Mannigfaltigkeit, 
bestehend aus allen 3-fachen Sekanten der C*?~* gemein, oder aber es 
ist p= 6 und es existiert eine g?, dann haben die quadratischen Relationen 
die Veronesesche Flache gemein. 

Abgesehen von diesen Familien haben die quadratischen Hyperflachen 
nicht nur die C*?~* als einziges Schnittgebilde gemein, sondern sie bilden 
auch eine Basis fiir den Modul der 0*?~*; d. h. jede die C*”~* enthaltende 
Hyperfliche u-ter Ordnung ist darstellbar in der Form: 


F™ = A, f,+ Agfy+.--+ Aho; 


wo A,, A,,..., 4, Polynome (mu — 2)-ter Ordnung und /,,..., f, die qua- 
dratischen Formen bedeuten, die gleich 0 gesetzt die quadratischen Rela- 
tionen darstellen. Der Beweis wird mit Hilfe eines in allen Fallen giiltigen 
speziellen Koordinatensystems gefiihrt, die Resultate sind von der Auswahl 
des Systems unabhangig. 

Weiter wird in § 3 gezeigt, daB die gegenseitige Bindung der qua- 
dratischen Relationen durch eine Reihe iiberzahliger linearer Identitaten 
erfolgt, d. h. identischer Beziehungen von der Form: 


» Ache = 0, 
e 


wo die A, Polynome erster Ordnung sind; abgesehen von den ,,trivialen“* 
Identitaten: 

fh. — ff = 9 
sind dies die einzigen Syzygien erster Art zwischen den quadratischen Rela- 
tionen. Die Existenz derartiger Beziehungen ist notwendig und hinreichend. 
*) H. Weber, Uber gewisse in der Theorie der Abelschen Funktionen auftretende 
Ausnahmefille, Math. Ann. 18. — Kraus, Note tiber auBergewébnliche Spezialgruppen 


auf algebraischen Kurven, Math. Ann. 16. — F. Klein, Riemannsche Flaichen Aut. 
Vori. II, S. 104 (1892). 
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In § 4 beschaftige ich mich mit einer gewissen Zahl iiberhaupt unab- 
hangiger Identitaten, die in engem Zusammenhang stehen mit den normalen 
Spezialkurven im Rs”; die Entwicklung lauft hier parallel mit der bekannten 
Basisdarstellung algebraischer Funktionen unter Bevorzugung einer Funk- 
tion, d. h. einer Schar g?; der Modul einer Projektionskurve steht in engem 
Zusammenhang mit dem Modul der C*?~*, 

In §5 gebe ich eine Reihe von Beispielen; diese sollen zeigen, wie 
man mit Hilfe der allgemeinen Methoden durch rationale Operationen, 
ohne auf singulire Elemente Riicksicht zu nehmen, zur Aufstellung der 
Relationen kommt. 

Die Untersuchung der aufgestellten Identitaten fiihrt zur Scheidung in 
Familien, welche auf bestimmten durch quadratische Relationen definierten 
Mannigfaltigkeiten héherer Dimension liegen; unter ihnen sind besonders 
die Mannigfaltigkeiten zweiter Dimension, d. h. Flachen im Rj_, von Inter- 
esse; ich behandele hier nur den einfachsten Fall, namlich den, daB die 
c*?~* der volle Schnitt einer Flache der Ordnung p—1 mit einer all- 
gemeinen f” ist, in welchem Falle die gesamten Identitaten sich auf 
2 Mp5) —1 Relationen erstrecken, wahrend die letzte willkiirlich 
bleibt. Fiir p = 6 ist dies noch der allgemeine Fall. Ich bemerke noch, 
daB eine solche Scheidung fiir die Normalkurven im R{” von auBerordent- 
licher Bedeutung ist; man hat dann nur solche Normalkurven zu unter- 
suchen, welche auf (s —1)-dimensionalen Mannigfaltigkeiten liegen, die 
Projektionen von (s —1)-dimensionalen Mannigfaltigkeiten sind, welche 
die C*”~* enthalten, dagegen nicht solche, welche auf ( p— 2)-dimensionalen 
R}_,-2-Kegeln liegen. 

Die Bezeichnungsweise schlieBt sich an die von A. Brill und M. Noether, 
Math. Ann. 7, sowie an die von M. Noether, Math. Ann. 17, an. 

Insbesondere bezeichne ich mit: 


( 
og” ye x” 
eine ganze homogene Funktion der g vom Grade yw, mit 


f, F, G 


2p- 


Polynome, die gleich 0 gesetzt die C*”~* enthaltende Hyperflachen darstellen. 

Eine irreduktible oder reduktible Mannigfaltigkeit der Dimension r und 
der Ordnung n bezeichne ich mit M?, speziell Hyperflachen mit M}_., 
lineare Mannigfaltigkeiten auch mit R}, Kurven mit CO". &k Relationen 
nenne ich unabhangig, wenn die ihnen gemeinsame irreduktible Mannig- 
faltigkeit, welche die C*”~* enthalt, die Dimension p —1— & hat, auch 
wenn fiir andere gemeinsame Mannigfaltigkeiten das Gleichungssystem von 
niedrigerer Stufe ist. 
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g§ 1. 
Spezialscharen und quadratische Relationen. 


Alle Abziahlungen dieses Paragraphen beruhen auf dem Riemann- 
Rochschen Satz, der bei der zugrunde gelegten Deutung der Formen 
als homogene Koordinaten eines (p — 1)-dimensionalen linearen Raumes 
die folgende Fassung annimmt: ,,Q Punkte einer Spezialgruppe, welche 
einer gg (g >) angehért, bestimmen einen linearen R}>_,_,, welcher durch 
diejenigen Hyperebenen erzeugt wird, welche die Gruppe Gg gemein haben. 
Seien die s +1 linear unabhingigen Hyperebenen gegeben durch 


Po =P, =---=97,=90, 


so schneiden sie weiter die C*”~* in einer linearen Vollschar g3->-9 == 93; 
wo also die Relationen gelten: 


q=Q-—pt+etl; #=S8—pt+qtl; Q@+S8=—2p—2.“ 


Ich nehme zunichst an, daB diese gj keine festen Punkte besitzt und 
nicht aus Involutionen g} zusammengesetzt ist, dann kann man durch s 
allgemeine Punkte der Kurve nur eine einzige M}_. der Schar legen. Ich 
betrachte nun saémtliche Relationen der Form 


Po Py’ + yO; +...+ 9,07 =0, 


welche die C*”~* und gleichzeitig den Rj’,_, enthalten. Ihre Zahl la8t 
sich in jedem Fall leicht angeben. 
Fiir s > 0 gibt es 3p — 3 —@Q linear unabhingige ®” der Form 


(1) (1) 
Po Po 9°re9 G.®, ° 


Legt man nimlich durch die Gg eine Mj-_., so trifft sie die Kurve 
in 4p — 4 —Q beweglichen Punkten, welche einer Nichtspezialschar g??—{—$ 
angehéren; zu diesen ®® gehéren die Produkte g;®{", deren es also 
hochstens 3p — 3 —-Q=p—1i1-+S linear unabhangige gibt; es gibt aber 
gerade so viele. Legt man namlich die » der Schar durch s+-1 all- 
gemeine Punkte der Kurve a,,...,a@, fest, daB q, durch alle bis auf a; 


geht, so gibt es unter den Produkten 
PoP, PP," 


gerade 2p —1—g linear unabhiangige; denn da eine Relation 
Po . + Pa a = 0 
gp) 


zur Folge hat, daB = —-—. wird, ist dazu das Bestehen von g solcher 


1 oe 
Relationen nachzuweisen. 
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Die M5_. des Biischels y, + Ag, = 0 treffen nun vermége der Nor- 
mierung die Kurve in einer gs_,,,; also verschwinden nach dem Riemann- 
Rochschen Satz in jeder dieser Gruppen g-+-1 linear unabhingige ”. 
Demnach bestehen g Relationen 
eo ie 


Fo See 
i - iat a 
% Po 


#1 
Nehme ich nun folgende s —1 Produkte hinzu: 


es asus P: 


so kann von obigen g Relationen abgesehen keine Relation der Form 
a 
Po Po + HP," + S mpi = 0 


bestehen, wo die a Konstante sind; denn ihr Bestehen hitte fiir den Punkt 
a, (¢ >1) das Verschwinden von «, zur Folge. Es gibt demnach fiir s > 0 
mindestens und also wirklich 2p —1—q+8—2=3p—3-—Q linear 
unabhingige Produkte obiger Art. 

Fiir s = 0 gilt die SchluBweise nicht, da alle My’, ®,” auBer der 
Jq S weitere feste Punkte ausschneiden; dagegen kann g gleich 0 werden. 
Es gilt also: 

Ist fiir s>0 gg eine nicht aus Involutionen zusammengesetzte Voll- 
schar ohne feste Punkte, auageschnitten durch die M}-. 


Po Pi> eeeg Ps 


so gibt es genau (P+?) _(?=*) —-(839—3-@) linear unabhangige 


quadratische Relationen der Form 
(1) Po OP + 7, O +...+ 9,0 =0. 


Der Fall s = 0 scheidet aus, da die C*”~* nicht in einem R,”, liegt. 

Fragen wir nun, wie viele dieser quadratischen Relationen iiberhaupt 
unabhangig sind, so haben wir zu zeigen: 

Fiir s =1 sind immer gq, fiir s = 2 immer p — 3, fiir s > 2 im all- 
gemeinen p—2 unabhdngige unter diesen M,”., unter bestimmten Be- 
dingungen aber nur p —3 unabhangige. 

Zunachst ist die Richtigkeit der Behauptung fir s=1 leicht ein- 
zusehen. Schreiben wir in etwas geinderter Bezeichnung 


(2) aw tuat Pq 


Yo Ws - Wa 
so sind 9, p,,-.-,@, sicher linear unabhingig, wahrend die untereinander 
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linear unabhangigen y,,y,,...,y, lineare Kombinationen der 9, ¢,,.--, P, 
und weiterer @ sind; sei etwa 


q@ 
Ve = i tee Pe + (¢=0,...,¢), 


wo die «, Konstante, aj lineare y-Kombinationen sind, welche die ¢, nicht 
enthalten, so hat man das Gleichungssystem 


q 
= Pt (ese —2%,)—zeqj=0 (¢=0,...,9, a =1, ae =O fir i2k), 


dessen Determinante sicher nicht identisch verschwindet, das also geniigt, 
um die g-+1 GréBen ¢— rational durch die iibrigen g und z darzustellen; 
die g Relationen (2) bestimmen also eine M,_,_,, deren Ordnung sich 
leicht als g+-1 ergibt, weitere linear unabhingige Relationen der be- 
trachteten Form existieren aber nicht*). Ich bemerke noch, daB g 
héchstens gleich p— 3 werden kann in besonderen Fallen, da wir den 
hyperelliptischen Fall, wo eine g} existiert, ausgeschlossen haben. Fiir 
q = p— 3 erhalten wir den bekannten Fall, wo im K6rper eine g} existiert 
und die p— 3 unabhangigen Relationen 


ee Oe = 12-8 


Vo Vi cae Vp-s 
eine M?~* bestimmen, in der simtliche quadratischen Relationen ver- 
schwinden; diese ergeben sich dann in der Form 
Sa. 
Yi VR 
Im Falle s = 2 gibt es unter den 3p — 3 Produkten 


Po 2", Pi ®:”, Ps a 
8p —3—Q linear unabhingige; es bestehen also Q =p —3-+-q Relationen 
der Form 
Po D,” + #1 a + Ps a as 
Ich lege 9, 9,, %, durch drei allgemeine Punkte a,,a,, a, in bekannter 
Weise fest, dann bestehen zunichst gq Relationen der Form 


PoP, + 92; = 0 


und dann p — 8 Relationen der Form 


(3) 929i = Yoo + 91%.” (¢=3,....p—1). 


Die Relationen (3) sind, wie an ihrer Form ersichtlich, tiberhaupt unab- 


*) Vgl. hierzu C. Segre, Sulle varieta algebriche composte etc. Rend. Acc. Lin- 
cei (4) 8 (1887), S. 150. 
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hingig; denn sie gestatten die rationale Bestimmung von 93, ..., Pp-; als 
Funktionen von 9, 9,,9,, 4a die Determinante nicht identisch verschwindet 
und auch lings der C*”~* nicht verschwinden kann. Denn aus der Auf- 
lésungsform 


Po = 42q, Y, = 42,, %, = 42,, P; = G(X, 2, 2) 


wiirde folgen, daB die C*?~*, wenn 4 langs ihr verschwinde, in dem durch 
Yo = 0, Y, = 0, ~, =O definierten Rj_, lage, im Widerspruch zur Linear- 
unabhangigkeit der ». Nun bleibt zu zeigen, daB die ersten g Relationen 
Folgen dieser p—3 unabhangigen Relationen sind. Schreiben wir zu 
dem Zweck 


9; = PoC; + Y,D; (j=1,.--.9); 
f, = PaPi — PoA; — MB, ('=3,...,p—1), 
WO @ 3,---, Pp-, im Punkte a, verschwindend angenommen sind, so laBt 


sich das Produkt y,g, mit Hilfe der Relationen f, reduzieren: 
P29; = Pod ihe + 91d b;sf, + PEO” + oQi PY” + ZX”, 
t uv 
worin @;,,6;,; Konstante sind; der Ausdruck: 
p2 &») + oP; yn + p?x™ 


stellt gleich 0 gesetzt eine Relation vor, also mu8 x™ in den S—1 
Schnittpunkten von gy, mit der C*”~* verschwinden, in denen g, nicht 
verschwindet; X™ ist demnach nach dem Riemann-Rochschen Satz unter 
Beriicksichtigung der g; von der Form 


x , D 
om a4 s+ B Q,- 
Tragt man diesen Wert von X” ein, so erhalt man unter Beriick- 
sichtigung der g;: 


Po o” + PoP vy” + 3 X% a Po [po +s yo 4. Be: - 2«,C;] 
+9, 2 4;9;. 
Hier ist y,[y®” +...] und folglich auch [y,®” + ...] eine Re- 


lation, die linear in y, gy, und somit als lineare Verbindung der g; dar- 
stellbar ist. Somit kommt 


PO” + 99, P™ +o? X® = 54595 

wo die a, linear in gy, und g, sind; demnach hat man lineare Identititen: 
p-8 a : 

(4) 29; = DAs f+ 2B;,9, (j=1,...,q), 
te s=1 


wo A;,, B;, Polynome 1. Grades in 9, ¢, sind. 
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Die Gleichungen (4) zeigen, daB Identitaten folgender Art bestehen: 


p-3 
g,K =) B;, fis 
i=1 
worin K ein nicht identisch verschwindendes Polynom der Ordnung g in 
o> Pi» Po bedeutet, das wegen der Unabhingigkeit der f,; sicher nicht 
langs der ganzen den f, gemeinsamen, die C*”~* tragenden M, verschwin- 
det; also verschwinden die g, in dieser M, und damit ist der Satz fiir 
8 = 2 bewiesen. 

q kann gleich 0 werden, z. B. wenn Gg aus p — 3 allgemeinen Punkten 
besteht. Ist g>0 und wird die von y, +A, + u¢@p, ausgeschnittene Gs 
ausgeschnitten von g.’ + 1¢\+ ug (¢=1,...,q), 80 werden auch die 
Relationen ‘) 

F.= po 4. g® op -" go” oo” — 0 
. 0 1 1 ‘ 2 tee 

dieselbe M, wie f, oder einen reduktiblen Teil dieser M, gemein haben; 
denn es bestehen die Identitaten 

7 é £ 

Fo, — 9." =< A; 9;> 
wenn F; die der Relation f vermége genannter Substitutionen entsprechen- 
den Relationen bedeuten. 

Fiir s=3 hat man 4p — 6 Produkte der Form 

Po Py: 9, 2”, Pa ,’; Ps ®,’, 
von denen 3p—3—Q linear unabhingig sind; es bestehen demnach 
p—3+Q=q+2p-—7 Relationen. Legen wir 9, 9,, 9,9, Wieder 


durch vier allgemeine Punkte a,, a,,a@,,@, fest, so kénnen wir diese Re- 
lationen normieren in der Form: 


9; = Po A; + 9, B; (j=1,...,@), 
(5) fe = GaP — Po As — $1 Bi (i=8,...,p—1), 
lr. P31 — PAi — 9, By (¢=4,...,p—1), 
WO @3,---, Pp-1 im Punkte ay, y,..., p-, auch im Punkte a, als ver- 


schwindend angenommen sind. Die g identischen Relationen zwischen den 
zwei ersten Gruppen kennen wir schon; um auch die beiden letzten Gruppen 
in Verbindung zu setzen, bilden wir 


, ” : , ” ‘ ° 
2 F. — 3 i= P0( Ai Ys — As Po) + Ps ( B; Ps— B; G2) (t=4,.-..9— 1). 
*) Die zum Teil mit den Relationen f,; zusammenfallen kénnen. Relationen, die 
nur VON %, Y,, %, abhingen, kénnen nicht euftreten, da sonst die Vollechar zusammen- 
gesetzt wire. 
Mathematische Annalen. 88. 17 
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Die Form rechts la8t sich mit Hilfe der Relationen (5) weiter reduzieren: 
ly m3 
Pe F; — Vs f; = 2 Pash a 4; F; + G,, 


wo jetzt die G, von der Form 9, + 9,” und S und ¥® von 
der Form sind: 


ap? + Bo? + 9%, + 9,9”. 


Es gilt jetzt zu zeigen, daB die p — 4 kubischen Formen G;, sich mit 
Hilfe der Relationen g; so reduzieren lassen, daf sie entweder identisch 
verschwinden oder bis auf einen konstanten Faktor gleich werden. 

G, stellt gleich 0 gesetzt eine Relation dar; darum verschwindet 
vy — 1", abgesehen von der Gruppe Gg in derselben beweglichen g:_,, 
in der y, -+A@, verschwindet. Y— 1 verschwindet aber auch in 
Go, da es linear in 9, 9,, Pe, Pg ist, und hat demnach mit y, +9, 
2p —4 gemeinsame Verschwindungspunkte, und nur dann nicht mehr, 
wenn die Konstanten a und f beide von 0 verschieden sind; denn das 
Verschwinden in 2p—3 gemeinsamen Punkten hat auch gemeinsames 
Verschwinden im letzten Punkt zur Folge. Legt man niamlich durch 
2p — 3 Nullpunkte einer p simtliche ©”, so schneiden sie eine Nicht- 
spezialschar g?>*, aus, zu der die von p®™ ausgeschnittenen Gruppen 
gehéren, die somit die oo?~!-Schar schon erschépfen; der letzte Punkt 
von @ wird also fest in der Schar. Es gibt also abgesehen von ®™, die 
2p — 2 Verschwindungspunkte gemein haben, wie ein dem eben gegebenen 
Schlu8 analoger zeigt, nur eine derartige Form; hat aber Y —io™ 
simtliche Verschwindungspunkte von y,-+Aqg, gemein, so ist es not- 
wendig von der Form 


q 
4 (1) 7 PA 1: 2a (af on " #) | #) | i) 
(Po +4,)@ +S) ( Go +492") (& Po a” py + ay” Ps is Ps), 
j=3 


denn oY + Ag gehen sicher auch durch a,, a,, weil die zu 9,_. Tesiduale 
Schar diese zwei festen Punkte hat. 


Geht man wieder zu den Relationen G, iiber, so fiihren die letzteren 
®™ auf Relationen g;, so da8 man hat: 


q 
(2) | @),  .«o P 
G;=(% Po +9, % )O+ S957; (¢=4,...,p—1), 
j=1 
oder 


wo die g, eventuell verschwindende Konstante, die r,, lineare Formen in 
Po> Pir Par Py sind. 
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Demnach haben wir das Resultat: 
: p-1 J 9-1 @ 
(6) Pa Fi — Phi = 2X Pig hy + LUj P+ X59 + 1G, 
j= I= j= 


worin die 9, Konstante, p,;,9,; linear in gy, y, und auch die r;; so redu- 
ziert werden kénnen, da sie nur gy, y, enthalten; weiter ist G eine 
mod g; bestimmte Form 


G=a,¢2+4,923+ 92 O49 9, ye 4 2x, 


wo a, und a, — wegen «+0, B+0 — sicher nicht identisch ver- 
schwindende lineare Formen in g,, y, sind. 

Die Form G@ kann nicht lings der den Relationen f,, g; gemeinsamen 
M,, welche die iti tragt, verschwinden; wire dies der Fall, so miiBte 
G identisch verschwinden, wenn man fiir gs... @ ,-, die sich aus f, = 0 
ergebenden Werte eintrigt. Setzt man 

Ag,=4, (¢=3...p—1), 
so findet man, daB 
GA* =a,924°+a,43+... 


nach Potenzen von gy, geordnet y2?~‘ nur in einem nicht identisch ver- 
schwindenden Glied a, p??~* enthilt. 

Zwei Faille kénnen aun eintreten: Entweder ist mindestens eine der 
p — 4 Konstanten 0; von 0 verschieden; dann gibt es unter den Relationen 
f,, F,, 9, gerade p — 2 unabhiangige und man kann aus (6) G eliminieren, 
wodurch man weitere p — 5 lineare Identititen zwischen f,, F;, g, erhilt. 
Oder aber es verschwinden siamtliche g,; dann haben die Relationen 
f;, F;,g, eine M, gemein und es bestehen zwischen ihnen p — 4 unab- 
hangige Identitaéten, abgesehen von den friiheren g Identititen’). 


In der Tat, verschwinden nicht alle 0,, so besteht die Darstellung 
DF, = a Pi; f; ig ~ Q:; 9; + R,G, 


wo D die nicht identisch verschwindende Determinante des Grades p — 4 
ist, die nur von @, 9,, 9, abhingt, also fiir die f,,g, gemeinsame M, 
nicht verschwindet. Auch die Polynome R; kénnen nicht simtlich identisch 
verschwinden, weil nicht simtliche 0; verschwinden und sonst nach (6) 
folgen wiirde, daB G@ in der f;,g; gemeinsamen M, verschwindet. Umge- 
kehrt sind fiir verschwindende 9; simtliche R,; identisch 0; G gehdrt also 


*) AuBer den angefiihrten p —5-+-q Identititen bestehen weitere g linear unab- 
hangige, deren Koeffizienten nur von ¢, 9,, %2, %, abhingen; sie verbinden analog 
den Gleichungen (4) die g; mit den F; und f,. man zeigt leicht, daB sie Folge der 
p—5-+q betrachteten Identitaten sind. 


17* 
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dem Modul /,,g;, F; nicht an, und die F, verschwinden langs einer irreduk- 
tiblen .V,, welche auch den Relationen /,, g, gemein ist. 


Im allgemeinen werden die p— 4 Konstanten nicht verschwinden; 
dann hat man fiir p—3-+Q Relationen gerade p — 5+ q unabhangige 
Identitéten, welche die gegenseitige Bindung hervorrufen. 


Fir s> 3 handelt es sich um die Relationen von der Form 
Po ¥ Tr oce Ps ri 0, 


wo die 9,,...,, normiert sind; unter ihnen sind die Relationen von der 
Form enthalten 


, b! (a) 

Po Po "coo P,P; = 0, 
und da ,,..., p, sicher den Bedingungen geniigen, eine nicht aus Invo- 
lutionen zusammengesetzte Vollschar auszuschneiden, wenn dies fiir p,, .. ., ¢ 


erfiillt ist, so gibt es unter diesen speziellen schon mindestens p — 3 
unabhangige, und nur dann keine p — 2 unabhingige, wenn in den ent- 
sprechenden Identitaten (6) alle Konstanten verschwinden. Es gibt also 
dann und nur dann fiir s>3 keine p—2 unabhangige Relationen, 
wenn bei jeder Kombination von q,, ..., pm, zu je vier in den entsprechen- 
den Identitaéten (6) alle Konstanten verschwinden. 

Wie in § 4 gezeigt werden wird, kommt diese Bedingung darauf hinaus, 
daB es zu je vier eine quadratische Relation gibt, die nur diese ~ ent- 
halt, was fiir s > 3 nur bei singuléren Kérpern auftreten kann. 


Als Beispiel nehmen wir p= 8 (vgl. dazu § 5 SchluB); es existiere 
eine g’ und die residuale g?. Dann gibt es p—3+Q=5+5=10 
linear unabhangige Relationen der Form: 


“y . (1) (1) (1) ; 1) 
‘ f . Py P, 1 Pf» P, r ¢ 3 P, — A P, Q, 


zwischen ihnen bestehen p — 5+ gq = 4 unabhangige Identitaten der Form: 

10 

2 4,f,=9, 

i=1 
wo die a; lineare Formen in 9,, 72, 3, , Sind. Diese Identitaten be- 
stimmen den Kérper; durch Projektion in einen R,” kann man vier un- 
abhangige f, zu 0 machen; die iibrigen gehen, soweit sie nicht identisch 
verschwinden, in M, im R‘” iiber, welche die C* gemein haben; solcher 
M, gibt es dann zwei unabhangige. Drei der obigen Identitaten lassen 
sich sofort hinschreiben; aus der Existenz der g! folgt namlich: 


Fi _ Pe a Ps - Pa 


V5 Pe P; - %." 


wo die acht m linear unabhingig sind, wenn wir uns auf den allgemeinen 
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Fall beschrinken*); denn eine lineare Relation wiirde zur Folge haben, 
daB auch das Zweifache der Schar g? noch einer Spezialschar angehért; 
das sind sechs linear unabhangige Relationen der Form (7), von denen drei 
iiberhaupt unabhangig sind; sie sind identisch erfiillt, wenn man setzt: 
Pi YU1%, Po Yi%> PeHWi%, MH Wn% 
Ps = Yo%> Pa = Y2%> P; = ¥2%s), Ps = 42%, 
und man hat weiter vier linear unabhangige Relationen der Form: 
F,=a;y, + 5; y, (¢ == 1,..., 4), 
wo a,,b, quadratische Formen in 2z,, 2%, 2%,, 2, sind. Zur Abbildung auf 
den R;” nehme man als vierte unabhiangige Relation: 
F,=a,y,+6,y,=0 
also y, = b,; y, a, ; die Substitution dieser Werte in F,, F,, F, ergibt: 
F, =a,b, —a,b,, 
F, = a,b, — a, b,, 
F,=a,b, —a,6,, 
zwischen denen dann noch eine lineare Identitat besteht in der Form: 
LFo+1,F,+1F,=0, 
hieraus sind dann leicht die Formen F,, F,, F, rational zu bestimmen; 
durch Substitution geht die Identitét iiber in: 
b, (a, 1, + a, 1, + a,1,) — a, (6,1, + 6,1, + 6,1,) =0 
woraus, wenn @,, 6, als allgemeine Formen genommen werden, foigt: 
a,l, + a,1, +a,1,+ 4,1, =0, 
6,1, + 6,1, + 6,1, + 6,1, =90, 
wo I, eine weitere lineare Form ist; hieraus, wenn /,, l,, 13, l, keiner weiteren 
Beschrankung unterliegen, das be sg Lésungssystem : 


a, = a,.', + 4,,!,+4,,1,, 
a, = — 4,, |, + Beg l, + Gy, L., 
a, = — A,,/, — a, 1, + a,b, 
= aa te a,,1, — dg, l,, 

b, = by. l, + As l, + b, l,, 
b, = — 5,,1, + Bag l, 24 iy 
b, a e, - bos |, 34 L,; 
b, oT by > b, 04 - — by, l, ’ 


*) Bei Behandlung aller Spezialfille, in denen eine g} existiert, hat man von 
2 98 . 4. (1) 
allen méglichen Normierungen der M, im R, ° auszugehen. 
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wo die a,,, ,, allgemeine lineare Formen sind; also hat man fiir: 
FP, = (— Gygl, + yy l, + ay, 1,) (0,94, + B,5 0, + ,,1,) 
— (yg ly + yy ly + O44 4,) (— bya l, + By, + 0,4), 
PF, =(— as l, a dy, l, r Bg, l,) (by. l, + bis l, zs by, l,) 
— (yy Ly + ayy Ly + 4,4 1,) (— byt, — bgg t, + 04,4), 
Py =(— a4), — ay, by — Gy, Ly) (Oy 4, + 8,54, + 6,,4,) 
1, (a,5 l, r Gy l, rm Oy l, )(- by, l, - ba, l, 5 bs, l,), 
welche auBer der den Flachen a, = b, = 0 gemeinsamen C* als gemein- 
samen Schnitt die allgemeine C* im Ry vom Geschlechte 8 haben. Zur 
Ableitung spezieller Faille hat man aber wieder auf die Relationen im R>_, 
zuriickzugehen und vor allen Dingen die zugrunde gelegte M; fiir jeden 
Fall zu normieren. 

Die Ableitung unserer bisherigen Resultate ist wesentlich abhangig 
davon, da8 die zugrunde gelegte lineare Vollschar g¢ nicht aus Involutionen 
zusammengesetzt war. Denn nur in diesem Fall ist man sicher, da die- 
jenigen Gruppen der Schar, welche o<s Punkte gemein haben, nicht 
weitere gemeinsame Punkte notwendig besitzen’). Nun gibt es in jedem 
Kérper Scharen, wo man bestimmt weiB, daB sie nicht zusammengesetzt 
sind; wahlt man beispielsweise auf der C*”~* p allgemeine Punkte, so 
kénnen wir immer durch Wahl dieser Punkte dafiir Sorge tragen, daB die 
Reste der Gruppen Gp_,, GP_3, Gp_, nicht zusammengesetzte Scharen sind. 

Andererseits spielen gerade die aus Involutionen J; zusammengesetzten 
Scharen bei der Klassifikation der C*”~* in Arten je nach den die Kurve 
enthaltenden M,, die fiir niedrige Ordnungszahlen rational oder Regel- M, 
werden miissen, eine besondere Rolle. 

Ist eine Vollschar gs aus Involutionen J; zusammengesetzt, wo S = 90, 
so werden alle die Gruppe Gj enthaltenden gy, welche einen weiteren 
Punkt gemein haben, deren o —1 weitere gemein haben, mit anderen 
Worten man erhalt die gs, indem man co’ Gruppen G, auf bestimmte Art 
zu je g zusammenstellt. Nun gehéren die Gruppen G, einer linearen 
g; oder g® an, je nachdem die Involution rational ist oder nicht. Ge- 
héren sie einer g? an, so bestimmen sie eine Funktion z der Ordnung o; 
daraus folgt aber, daB sich durch die Gruppe Gg und 9 —1 weitere 
allgemeine Punkte eine p legen laBt, welche eine solche g, ausschneidet, 
d.h. 9 =; die Abbildung der C*?~* erfolgt also auf eine o-fach iiber- 
deckte C’ im R}. Damit man umgekehrt mit einer Spezialfunktion z 
eine solche 93 bilden kénne, ist notwendig und hinreichend, da8 ihre 


”) Satz von Bertini, siehe Enc. d. Math. Wissenschaften III C4, Nr. 24. 








——. 
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e-te Potenz noch Spezialfunktion ist und das s-fache Produkt der Schar g? 
auch wirklich die Dimension s und keine héhere hat. Die fiir eine Spezial- 
funktion charakteristischen Zahlen + und +’, die angeben, daB das r-fache 
Produkt von g} noch die Dimension «t hat, das ++ 1-fache aber eine 
héhere als t-+-1, und weiter, daB die r’-te Potenz noch Spezialfunktion 
ist, die r’-+1-te Potenz dagegen nicht mehr, treten hervor bei Nor- 
mierung der durch die g bestimmten rationalen M?-/** (siehe 2.)*). 
Im allgemeinen wird aber eine Gruppe G, einer linearen Schar g® an- 
gehéren, dann bestimmt die Gruppe G, einen R}_, und die co’ Rj_, er- 
fiillen eine die C*”~* enthaltende Rj. Insbesondere hat man fiir o = 2 
Regel — Mj, die von einer f” durch 2» — 2 p+ 2 Erzeugende fiir » > p — 2 


in einer C*”~* geschnitten werden; der Fall » = p — 2 erfordert besondere 
Behandlung. 


§ 2. 

Aligemeiner Ansatz fiir die Relationen F’; Ausscheidung der Fille, 
in denen die quadratischen Relationen zur Festlegung der Kurve nicht 
geniigen. 

Um einen fiir alle Kérper giiltigen Ansatz zu gewinnen, wird aus den 
Oberlegungen von § 1 der einfachste Fall: g=0, S=2p—2, alsos=p—1 
herausgenommen; der Fall s = 3 wird erst in § 4 weiter verfolgt. 

Um samtliche quadratische Relationen iibersehen zu kénnen, ist es nétig, 
die Formen  eindeutig festzulegen; die gy, seien nun durch p allgemeine 
Punkte der C*”~* a,,a,,..., a, derart bestimmt, da8 ¢, durch alle bis 
auf a, geht; diese Bestimmung legt sie bis auf konstante Faktoren fest. 
Unter Bevorzugung von ¢, und ¢, hat man dann sofort die Gleichungen (3): 


(1) 


fie = Dive — 91 Dib — 2 VE (¢,k=3,...,p, i+k), 


oder in etwas eingehenderer Schreibweise: 


Pp 
(9) fa. = Pie — 2 Vein Pe — Pin Pr Pa» 
s= 
wo jetzt a,;,=a,,, eindeutig bestimmte lineare Formen in g,,,, und 


die 6,, Konstanten sind; die Relationen g des vorigen Paragraphen existieren 
nicht; die identischen Beziehungen (6) werden jetzt: 
’ P, 
(6 ) fin Pi — firPr =2 (4,::fx — Finfar) +P” + oP” 
(t,k,2=3,....p, i+ k+l), 


*) Es ist rr’ +1; rst, > a —1; vgl. die spitere Behandlung der 





Kérper, in denen eine g}, gi, g} existiert. Bei der Darstellung nach Idealen (Hensel- 
Landsberg, 19. Vorl. S. 300) ist r’=6, —2; r=0,—1. 
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w durch einen an das Summationszeichen rechts oben angesetzten Strich 
angedeutet werden soll, daB bei der Summation nach /,, s nicht gleich k, 
bei der nach f,, # nicht gleich 1 genommen werden soll. 
Die Relation: 
?; go” 7 Ps yp —_ 0 


wird behandelt wie in §1. Y — 14 verschwindet namlich in der be- 
weglichen von ,-+-Ag, ausgeschnittenen g'; es gibt, abgesehen von Formen 
(p, + dg,)®™, bis auf einen konstanten Faktor nur eine solche Form, 
die in (p — 4) unter den p — 2 Punkten a,,..., a, verschwindet; seien 
a, und a, die zwei Punkte, in denen ¥ —1%™ nicht verschwindet, so 
hat man: 

y® 76% ag? +bg}+¢9, oo” + P- og” 


wo a und b nicht verschwindende lineare Formen von 4 sind; setzt man 
diesen Wert ein, so findet man: 


Y, gp” + Ps yy?) —_ ag; + bg; +. gp? eo” + VPs ys) 4. pix”, 


wo @ und 6 nicht verschwindende lineare Formen in ¢,, @, sind. Nun 
gibt es ®”, welche die gi ausschneiden, co*?~*, p haben die Form 
(gy, + A4g,)®™, die iibrigen p—3 geben zu Relationen der Form 
g, 2” +¢o,¥~ =0 Veranlassung. 

Nennen wir eine solche bis auf einen konstanten Faktor bestimmte 
Form G;;, also 


Gi: = ag; + Og? +... (a+0, b+0), 
so kann es deren nur p— 3 linear unabhingige geben, etwa: 
Giese Guess G 


Durch lineare Kombinaiion 1a8t sich dann jede weitere herstellen; sei etwa: 


kp* 


Gis = OG; +4,973+..., 

Gy, = a’ gi +a,¢7+..-, 
so kommt (fiir k + 3 + 4): Gy, — aG,; -+- BG,,, da G,, fiir 4 > 4 rechts 
nicht auftreten kann wegen des Term ¢?; es muB «+0, 8 + 0 sein, und 


hieraus 
a=oa’, 


wo o Konstante; man kann demnach setzen: 
— 2 »2 
Gis = 4,0; — 9573 +--+ 


G,,= 4,9; —@,93+..-, 


G., ~— 2,9; —— 2,95 +. 
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Dadurch sind simtliche G bis auf einen gemeinsamen Faktor festgelegt, 
und man hat: 

G,, = 4,9; — 4,9) +..., 
(10) G.,+ 4, = 9, 

G,,+ 4+ G,, = 9. 


Die so normierten Formen G,, sind es aber, die in unseren Identititen 
(6’) rechts auftreten, denn durch Vergleich der beiden Gleichungsseiten 
sieht man, daB rechts nur die beiden Glieder: 


— yj, P7 + Byer PE 


auftreten kénnen, welche zweite Potenzen von 9,,...,, enthalten; also 
haben wir die endgiiltige Form der Identitéten: 


P, ° . 
(11) faG— fai = ~ (Gy sr fex — Seinler) + QcnrGer (6 E+L=3,..., p), 
wo 
Qin = Cnr % (i+ k +1) 
und g,;,, in i, k,l symmetrisch und konstant ist. 


Die Besprechung dieser Identitaten ist der weitere Zweck dieses Para- 
graphen. Die Gleichungen (11) verkniipfen die quadratischen Relationen 
mit gewissen p—3 kubischen Relationen; wie man leicht sieht, sind 
dies die einzigen kubischen Relationen, von denen nicht gewi8 ist, daB 
sie dem Modul der quadratischen Relationen angehéren; denn jede kubische 
Relation 


F™ (q,,. +1 Pp) = 0 


la8t sich mit Hilfe der quadratischen Relationen so reduzieren, daB sie 
ein Multiplum dieser p — 3 kubischen Relationen wird. 


Die Gleichungen (11) gestatten nun aber, diese p— 3 kubischen 
Relationen oder einen Teil derselben durch die quadratischen Relationen 
darzustellen, vorausgesetzt, daB nicht sdmtliche Konstanten 0,;,,= 0 sind. 

Wir wollen nun voraussetzen, es seien nicht simtliche 9,,, gleich 0, 
dann kénnen wir zeigen, daB ausnahmslos sdmtliche p—3 kubische 
Relationen dem Modul der quadratischen Relationen angehoren und damit 
simtliche Relationen iiberhaupt, wie sich miihelos aus der Noetherschen 
Beweisfiihrung Math. Ann. 17 ablesen |aBt. 


In der Tat sei mindestens eine der p — 4 Konstanten 9,,, (¢=3,...,p, 


k und / exkl.) von 0 verschieden, so ergibt sich aus den Gleichungen (11), 
die wir auch schreiben kénnen: 


DS (Gein — €5: Pu) fer — (Beit — €0 Pr) fax — (Mier — Brin) fer = Cnr Fer> 
s+hl etki 
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fiir festes & und J und fiir i= 3,..., p, & und / exkl. 
MP fer = 5 AP tar + AL Gris 


dabei verstehe ich unter 4{) die Minoren der Determinante: 


| | 
Bsgp — Pe» Masur ess) =e 
| 
| 
A™ = Byun Mean — Peres» Far ‘ 
Gs yx» Bupn> ++ +r Bonn — Pr 


und es ist aus der Form von 4)” ersichtlich, daB diese Determinante nicht 
verschwinden kann; weiter entstehen die Formen A;” aus 4;), indem man 


die Kolonne ¢ durch 9,,, (= 3, ..., p, & und J exkl.) ersetzt; aber nach 
( 11) folgt 
G1 sk 

as a,’ 

4(*) 
woraus man findet: A{” = — — i 

’ 

(k) Xt, (k) A;) 
Ay fu= > Ais fax — a Gi. 


Wir wissen schon nach § 1: Verschwinden nicht saimtliche 9,,, fiir festes 
& und 1, so verschwinden auch nicht samtliche 4;* identisch und unter 
den 2p—7 Relationen /,,, f,, gibt es gerade p— 2 iiberhaupt unabhingige. 

Es ware nun aber die Méglichkeit gegeben, da8 simtliche quadratische 
Relationen zwar nur eine M, bestimmen, aber nicht den vollen Modul der 


c*?~* ausmachen, so daB nicht alle G,, lineare Folge der quadratischen 
Relationen sind. 


Dies ist aber nicht mdglich, es miiBten denn sdmtliche Konstanten 
O,,, verschwinden. 

Nehmen wir zum Beweise an, die Relationen (11) lieBen zwar die 
Darstellung einiger G,, durch die quadratischen Relationen, aber nicht 
simtlicher zu. Es fehle z. B. G,,> so daB alle Cirp fiir festes k und p 
verschwinden; dann haben die 2p —7 Relationen f,, und fi» eine M, 
gemein, welche die C*”~* tragt; d. h. 


(a) Ave fer= SBe fp (¢=3,.-..,p, kund p exkl.). 
Nun ist nach (11) ; 

G,, = G,, — &,,- 
Damit nun G,, nicht vorkomme, diirfen -nicht gleichzeitig G,, und G,, 
vorkommen. Kommt nun G,, nicht vor, dann sind alle o,,, = 0 fiir festes 
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k und s; daraus folgt aber, daB die Relationen f,, und f;, fiir festes e 
und & eine M, gemein haben, welche die C*”~* tragt; d. h. 


(B) A® fee = Zhe 


und hieraus zusammen mit (a) 
Af, A® fee - SO, Be foo, 
@ 


links enthalt hier die Form p— 4-ter Ordnung 4j, nur ¢,, 9,,, und 
ebenso 4,7 nur 9,,9,,9,- Keine dieser beiden Formen kann den die 
c*?~* tragenden Teil der den /f,, (fiir festes p) gemeinsamen M, ent- 
halten; denn bei der Annahme unseres Koordinatensystems ist der Kegel 
niedrigster Ordnung in drei Variablen, z. B. y,,,,p,, Welcher unsere or 
projiziert, gerade ein Kegel (p + 1)-ter Ordnung; daraus folgt aber, da8 die 
Relationen f,, (fiir festes s) mindestens in einem irreduktiblen Teil der den 
f,, (fiir festes p) gemeinsamen M, verschwinden, da8 also unter den 2p —7 
Relationen f,, und f,, (fiir festes s und p) nur p — 3 tiberhaupt unab- 
hangige sind, mit anderen Worten, daB alle 0,,, fiir festes s und p ver- 
schwinden; dabei ist immer festzuhalten, daB die Relation G,, mit p — 3 
Relationen /,, (fiir festes k) sicher eine M, bestimmt, zu der die C*”~* gehort. 
Kommt also G,, nicht vor, so kommt auch G,, nicht vor. 


Kommt umgekehrt G,, vor, so schlie8t man gerade so, da8 auch G,, 
vorkommen muB, und damit auch G.»° 

Ist also G,, nicht darstellbar, so ist es auch G,, nicht fiir beliebige s 
und demnach auch G;, nicht fiir beliebige j und es bleibt also nur iibrig, 
daB alle 0,,, verschwinden; diesen Fall haben wir aber ausgeschlossen. 

Die quadratischen Relationen machen also, sobald nicht alle 0,,, ver- 
schwinden, den vollen Modul der C*”~* aus. 

Setzen wir nun den Fall, daB alle o,,, fir +-+k+1=—3,..., p ver- 
schwinden; dann haben alle quadratischen Relationen eine M, gemein, 
und es bleiben »— 3 kubische Relationen, die dem Modul der quadra- 
tischen nicht angehéren. 

Aus (11) folgt sofort: 

a,,,=0 fir l+i+k 
und 

— fie = (Bix — Px) P+ Gein Pe + Opn Pr Pa = (Gin — Pr) Pit Gin 
hieraus folgt: 

| 238% — Pro 
A® = Ban — Pre 


Fook — P, 
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Die Relationen f,,=0 bilden unsere C*?~* ab in einen R, (9,, %, 9) 
durch die Gleichungen 
7 


_ A 


Der bewegliche Schnitt von 4,’ +14", mit der Projektionskurve C?** 
ist eine g}, ausgeschnitten durch das C,-Biischel 

Gin +4 (Gin — PP = 
Den Punkten a,,...,@, entsprechen Punkte a,...a, der C?**, die nicht 
in singulare Punkte fallen; zwei Basispunkte des C’-Biischels fallen nach 
a, und a,, in den beiden anderen liegen also p Schnittpunkte mit der 
C”** vereinigt. 

4™ zerfallt in p—3 Geraden, von denen keine zwei zusammen- 
fallen kénnen, da simtliche C?~* 4{" (i =38,..., p (k exkl.)) linear unab- 
haingig sein miissen; fiir die Schnittpunkte zweier dieser Geraden ver- 
schwinden simtliche 4;”, also liegen sie auf der C?**.*) Nun muB jede 
der p — 3 Geraden drei Schnittpunkte mit der C”** haben, zwei singulare, 
die zusammen p Schnittpunkten dquivalent sind, und einen einfachen, nam- 
lich a; fiir a@;;, — ~,; also wird eine der p — 3 Geraden von allen iibrigen in 
héchstens zwei Punkten geschnitten; einem j-fachen und einem p — j-fachen 
der C?**. 

Das kann aber nur so eintreten, entweder wenn alle p— 3 Geraden 
durch denselben Punkt gehen, der dann p — 2-facher Punkt der C?** 
wird, oder so daB man nur drei Geraden hat, welche ein Dreieck bilden; 
dessen Ecken also dreifache Punkte werden’). 

Im ersten Fall hat man als Projektionskurve eine C?** mit (p — 2)- 
fachem Punkt; es existiert also im Korper eine g}, im zweiten Fall erhalt 
man eine C’ mit (3 — 3)-fachen Punkten, die durch quadratische Trans- 
formation in eine C° ohne Doppelpunkte iibergeht. 


Damit sind die in Betracht kommenden Fille erledigt. 


Die beiden angefiihrten Falle unterscheiden sich wesentlich; im ersten 
hat man eine Regel- M?~*, im zweiten die Veronesesche Flache"’). 


Der erste Fall ist in der Literatur mehrfach behandelt. Die Klassi- 
fikation der M?~* im R}_,, d.h. die Normierung der durch 


Yo_ Fi Pp—s3 


Yo V1 : Yp—s 


*) Das lineare System der adjungierten C?~* ist regular. 

™) Eine ahnliche Beweisfiihrung bei Picard, Théorie des fonctions algébriques etc. 
2, Kap. 3, Nr.11 bei Aufweisung aller M, mit ratidnalen ebenen Schnitten. 

™) Veronese, Math. Ann. 19, Behandlung der projektivischen Verhiltnisse usw. 
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festgelegten M,, ist bekannt**). Diese M?~* enthilt oo’ Geraden, die 
dreifache Sekanten der C*”~* werden miissen; diese ist ausschneidbar 
durch eine F durch p — 4 beliebige Gerade. 

Projiziert man die M?~* von p—8 allgemeinen Punkten auf eine 
M;, so gehen die Schnitte mit den Hyperebenen iiber in ein lineares 
ebenes Kurvensystem der Ordnung p — 2, des Grades p — 2, der Dimension 
p — 1 und des Geschlechtes 0, also in ein System von C?~* mit einem 
(p —3)-fachen Punkt O und p—3 einfachen Punkten D,,..., D,_,. 
Eine Hyperebene durch eine Gerade der M?~* trifft weiter in einer 
C?-*, welche also in einem | a liegt; das ebene Bild ist eine C?~* 
durch D,,...,D,_, mit (p — 4)-fachem Punkt in O usf. 

Existiere allgemein eine C, von niedrigster Ordnung @ durch 
D,,...,D,-, mit (@ —1)-fachem Punkt in O und sei C,,, (6 >0) die 
Kurve niachsthéherer Ordnung durch D,,...,D,_, mit 9+ 0 — 1-fachem 
Punkt in O, auBerdem z,-+ Az, das Geradenbiischel durch O, so sind 


C,2?-*-¢-*es fir i=0,...,.p—2— 2, 
Crretf* es 4, 6m 0,....9—2—E—4, 
C”~*, die Bilder von Schnitten der M?~* mit Hyperebenen sind. C, und 
C,4> kénnen weitere Schnittpunkte nicht mehr haben, also 
20+o0=—p-2, 
woraus folgt, daS in obiger Form alle linear unabhangigen C?~* des 
Systems zugleich in einfachster Normierung gegeben sind; die Parameter- 


darstellung der M?~* lautet also 

, P; = K xi‘ x (¢=0,...,&), 
(12) Pung = K' af * x} (¢=0,..., 8), 
wobei k +s = p— 2 und s< k ist, auBerdem bei homogener Bezeichnung 
K als C”~*~*, K’ als C?~*~* zu deuten ist. 


Auf der M?~* gibt es 6p —8 linear unabhingige ®®, etwa: 


K* x3*-‘*z§ = ©) fir ¢=0,..., 38, 
K°K'«i****2§ -@ . i=0,...,2k+8, 
KK" att* ‘= Of , &=0,...,8+28, 
K'* 23*-* x3 =O , ti=0,...,8e. 


12) Vgl. Segre, Math. Ann. 30 u. 34, Atti d. R. Acc. di Torino 19. Ausfiihrlich 
werden Kérper mit dreiwertiger Funktion behandelt von Christoffel, Annali di Mate- 
matica (2) 9; Hensel und Landsberg: Theorie der algebr. Funktionen, 31. Vorl. 
§ 4; vom transz. Standpunkt Hurwitz, Math. Ann. 39. Damit eine Regel- M2~* 

aie ais : er —4 2p—2 
Kurven oF obiger Art trage, ist notwendig und hinreichend eS ay ft 


= = 3 
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In der Bildebene entspricht einer linearen Kombination dieser &” 
eine Cs -2) mit 3(p— 3)-fachem Punkt in O und dreifachem Punkt in 
D,, D,, ..-, D,-3, deren es gerade 6 p — 8 linear unabhangige gibt; spaltet 
eine solche C,,_, p—4 beliebige Geraden durch O ab, so bleibt eine 
C,,-. mit 2p—5-fachem Punkt in O und dreifachen Punkten in 
D,, ..-, D,_,; hierin sind speziell enthalten die C,,, mit p — 2-fachem 
Punkt in O und Doppelpunkten in D,,...,D,_,, zusammen mit den 
p — 3 Verbindungsgeraden von O mit D;; nimmt man fiir diese p — 4 Geraden 


4 5 p-4 


p- 
Z » % Vey ++ey Zs , 


so erhalt man sofort die kubischen Flachen: 


2k-—s+2 2e—-k+2 


k+2 e+2 
G, = Da,®, ; + DB, ® ;+ 1% %s,; + » 9, ®, ,=9, 
#=0 0 0 : 


0 
G, = Da, %, 545+ D8; D, gaat D4 %s.t41 + DIO;%, 545 = 0, 
GB; = Sa, D, 545+ TBP p45 + 31%, 145+ 59H 54; =0 


j 2,i+j 3,it+j 
fir j= 0,1,...,.p—4, 


wo die Konstanten «,,f;,7;,6; einer weiteren Bedingung nicht mehr 
unterliegen. Die Relationen G sind durch einfache lineare Identitiéten 
an die quadratischen Relationen gebunden, die ich spiter im Zusammen- 
hang gebe. 


Als Normalgleichung des Kérpers kann man demnach geben: 
G, = A,K*+A,K*K’+4A,KK"+4A,K", 


wo die Koefzfiienten A,,A,,A,,A, nur an Ordnungsbedingungen ge- 
bunden sind; sie sind namlich von der Ordnung 2k—s+2, k+ 2 


9 


s+2, 2s—k-+2; die Form K’ bleibt noch unbestimmt bis auf Glieder 


der Form K x*-*-‘* x (¢=0,...,&—e). Setzt man 
K-z5-* x, 
_ ; , z= ’ 
y K zs 


so erhalt man die Gleichung der dreiblattrigen Riemannschen Fliche vom 
Geschlechte p: 
Boy’? + By? + Bay + B,=0. 

Und man iiberzeugt sich leicht, daB die Fliche 2k+28+8=2p+4 
Verzweigungspunkte im Endlichen hat, wahrend fiir zoo eine Ver- 
zweigung nicht eintritt. 

Ich habe diesen Fall kurz skizziert, um zu zeigen, daB man zu jeder 
Normierung ganz ohne Betrachtung der Diskriminante und ohne Unter- 
suchung singularer Elemente kommen mu8, wobei man nicht auf drei- 
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blattrige Flachen sich zu beschrinken hat. (Vgl. hierzu die spitere Be- 
handlung der vierblattrigen und fiinfblattrigen Flachen.) 

Es bleibt noch kurz hinzuweisen auf den Fall einer M?~* fiir 
p = 6, welche keine Geraden tragt, der Veroneseschen Fliche im R;”. 
Sie enthalt co* C* und eine F™ durch eine solche C® trifft in einer 
c* vom Geschlechte 6, deren ebenes Abbild die C° ohne Doppel- 
punkte ist. 


§ 3. 


Der Modul der C*”~* im allgemeinen Falle; identische Beziehungen 
zwischen den Relationen. 


Abgesehen von den besprochenen Fillen bilden die quadratischen 
Relationen den vollen Modul der C*”~*, die in (11) gegebenen linearen 
Identitaten: 


(13) X.244Z%.04...+meo6 


sind die einzigen linearen Identitdten; welche bestehen; denn da in den 
Identitaten 


fie Pi— fa Pr = 4,11 oe — Fin lar) + Ccnr Far 
(6+ b+; i,k,1=3,4,..., p) 

mindestens ein g;,, nicht verschwindet, lassen sich alle G,, eliminieren. 

Das sind in allen Fallen, wie eine einfache Abzahlung ergibt, 
a — Diet —*) jinear unabhingige; man hat nimlich zu bedenken, 
da8 man fiir festes k,2 gerade p—5 Identitéten erhalt, wenn nicht 
simtliche o,,, fiir festes k und | verschwinden, weiter aber, daB die iden- 
tische Relation: 

Gyr + Gin + Fa, = 0 

fiir k,l1,m > 3 je eine dieser kubischen Relationen als Folge der iibrigen 
festlegt. Dies Resultat bleibt auch bestehen, wenn in einer Gruppe (k, /) 
simtliche 9;,, verschwinden; man erhalt in der Gruppe (&,/) eine Identitat 
mehr, dafiir aber eine der obigen Identitaéten weniger. 

Wir wollen nun zeigen, daf Identitdten héheren Grades zwischen 
den Relationen f sich zuriickfiihren lassen auf den Modul der Identitaten 
(13) und der ,,trivialen“ Identitdten: 


(14) J” = ff, — f,f, =0. 


Zum Beweise kénnen wir — wie weiter unten gezeigt wird — eine Identitat 
héheren Grades auf die Form zuriickgefiihrt annehmen: 


J=9,F,+9,F,=9, 
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wo F, und F, Relationen sind; dann folgt identisch: 
J, =F, — Po, =0, 
J,=F, +P, =9, 
wo P eine eventuell identisch verschwindende Relation ist. Existiere 
nun fiir Identitéten, deren Koeffizienten von der Ordnung n sind, ein 
System derart, dab: 
J, = K,J,, + K,J.+..-+k,4,,; 
J, = 1,5, +L, Jigt --- + Dadian: 
wo die K und L Polynome, die J,, Identitaten sind, so folgt 
= a\%; L, +- Pp, K; Jia 
t 
der Satz gilt also auch fiir Identitaten héheren Grades. 
Es ist also weiter zu zeigen, daB mit Hilfe der Identitéten (13) und 
(14) jede weitere auf die Form 
J 7, F, + p, F, 
gebracht werden kann, wo F, und F, Relationen sind. 
Es bestehe also zunachst eine Identitat der Form: 
SAis fix + 3 Bri Grs = 0, 
ik 3 
wo die A;, von der Ordnung 2, die B,; von der Ordnung1 sind. Dann 
kénnen wir durch wiederholte Anwendung der Identitaéten (11) die 
Koeffizienten A,;, so reduzieren, daB A;, nur die Terme: 


PiPr> PiPar PuPrr PxPar Pir MPiPa PE 
enthalt; komme z. B. in A,, der Term ¢,¢,, vor, dann enthalt 9, ¢,, f;, 


das Produkt 9,9, 7,¢,,; sind die vier Indizes verschieden, so kann das 
gleiche Produkt links sechsmal auftreten; nun kénnen wir aber reduzieren: 


fuPe =finPr +--+ finP: =fixPr ++, 

Fie Pu = fin Pm TT +++> far Pi = fin Pm trees 

fim Px = fie Pmt -++> 
dabei werden links nur solche Formen eingefiihrt, die m, oder y, als 
Faktor haben, abgesehen von Formen G,;, die wir nach rechts nehmen. 
Man kann dann samtliche 6 Formen auf die eine f,,9,¢,, reduzieren, 
deren Faktor aber verschwinden mu8, da der Term 9; 9,9,9,, weder 
rechts noch links auBerdem vorkommt; denn die G sind nach (10) von 
der Form: 


G,;=a,9; —a97 + Sgro, th", 
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ebenso kann man /,,9? fiir i+ k +1 beseitigen; die Produkte /,, 9}, 


f:.%:@, k6énnen nicht auftreten, da sie sonst nicht mehr vorkommen; 
damit haben wir 


y A;, iz = AP + 42 FP, 

tk 

wo F, und F, Relationen sind; die gleiche Darstellung la8t sich aber 
fiir die Produkte o,G,; geben, wenn man die trivialen Identitaten ver- 


wendet; zunachst ist leicht ersichtlich, daB man . B,;G,; so abandern 
r,J 

kann, daB B,; auBer y,,g, nur Glieder y, enthalt, wo 1+,» und j ist; 

sodann kann man unserer Annahme nach solche G,; einfiihren, fiir welche 
mindestens eine der GréBen 0;,; nicht verschwindet. 

Nehmen wir das Produkt g,G,; und verschwindet 9;,; nicht, so hat 


man identisch: 


1 G,; = 


Ts 


1 : 
(fir F 5M fey Pr Pr) 7, F,+9.F, 
j 


, , 


1 . 
(fier fis fer) 4 7, Ff; 1 7_F,; 
} 


0 - 


verschwindet dagegen 9;,;, nicht aber 9;,;, so hat man 
; L , 
PG, 5 = — (fir 5 —- Leg PIPr) + Y; Fi+oF, 
-tr) 
Ld 


l a ; . 
—— (fix his — fig hie) +9, F1 + ¥2F: 
Os» j 


” “"r “nr 


1 . ” ? 
= — 9; ( Hr fis — Pfr) + Fs + Fy = 9, F, + 9,7, - 
O6yj 


Damit ist die Méglichkeit der Reduktion erwiesen. Fiir die im vorigen 
Paragraphen behandelten Ausnahmekérper ist eine solche Reduktion nicht 
méglich; ich gebe die Identitaten an, zu denen man kommt, wenn man setzt: 


. 2 2 Pk 1 zeke 
Gir= On G2 —UGi + DH Mth, 


s=3 


p 
fin Pi Px. — Py re P y bi. P; Pe> 
=3 


sie gelten auch fiir beliebige Kérper: 


. Y 
(Gi, — Py) Far — (Game — Pr) From 
re \ a. im Pt y = ’ . at 
(15) = 4 8 hus a, 2 a2, sl a,,, p> Be mk am | 4, Pi fix an Pm Fak * 
8 s s 


Genau so wie wir die Identitaten 
) Age fix + SB, ;G,; = 0 


>> 
t,k "33 
reduziert haben, kénnen wir nun auch Identitaten reduzieren, in denen 
A;, von héherem als dem zweiten Grad ist; durch sukzessive Anwendung 
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der Identitéten (11) und der trivialen Identitaéten kénnen wir eine solche 
Identitat zunichst auf die Form bringen 9p, F,+9,F,, wo F, und F, 
Relationen sind; von einer solchen Identitat wissen wir aber, daB sie 
reduzierbar ist, so daB in diesem Ausnahmefall die Identitdten (13) und 
(15) den Modul aller Identitaten bestimmen. 

Damit ist der Satz allgemein bewiesen; ich brauche nicht hervor- 
zuheben, daB die Resultate unabhingig sind von dem gerade zur Beweis- 
fiihrung zugrunde gelegten Koordinatensystem. 


Weiter ist nicht schwer zu zeigen, daB die Relationen 
P 
fix = Pi Pa — Brin Pe — On Pr Pa 
s=8 
unter Voraussetzung der Identiidten (11) 


(G51 — €55¢ Pr) Fox — (Fei — S05 Pu) fort Cinr yr = 9, 
stk stl 


wenn man bestimmt, daB nicht sdmtliche o,,, verschwinden sollen und 
die GroBen a,,4,,.-., a, nicht identisch verschwinden, falls ein solches 
Lésungssystem existiert, wirklich unsere Normalkurve C*?~* vom Ge- 
schlechte p bestimmen. Die p — 3 Relationen /,, fiir festes & bestimmen 
eine sehr spezielle reduktible oder irreduktible rationale M,, die durch 
die Gleichungen 


(16) A™ o, = Af” (i =3,..., p (& exkl.)) 


in eine M} abgebildet wird; dabei sind 4)”, ..., 4;, A die entsprechen- 
den Determinanten der Matrix 


| Bssu — Pye 43> tees Gose> Faga t bs. V1 Pa 
(17) 434, Byan — Pur +s yan By 4x + 94,0 Po 
Gs yk» Dox se02 Ban — Par Mor +5,.%; Ps 


Tragt man die Werte der m aus (16) in die iibrigen Relationen ein 
und macht sie ganz und rational, so erhailt man Formen f,,, G,,, die wir 
wieder mit demselben Buchstaben bezeichnen wollen, und es ist: 


(k AS 
Mi? fa = — ~7 Gi, 
(18) (») (2 j 
4a _ au 
a, a; ° 


wobei 4j{}’ wieder die entsprechenden Minoren von 4“ bezeichnen mégen. 
G,, kann nicht identisch verschwinden, da a, nicht identisch verschwindet; 
ebenso kénnen unserer Annahme nach nicht saimtliche 4; fiir i +1 ver- 
schwinden, da sonst simtliche 9,,, verschwinden; wohl aber mégen eine 
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Reihe von Ajj’ identisch verschwinden; dann sind die entsprechenden 
Relationen /,, Folgen der p—3 Relationen f,, (= 3,...,p, & exkl.) 


allein; die identischen Gleichungen (18) fiihren nun notwendigerweise zu 
dem SchluB, daB gilt: 


Ai? pp+1 
fa = a Ci , 
(k) pti 
Gy, = Ay CP", 
p+ 


wo Cj" eine nicht identisch verschwindende Form in 9,, 9,, 9, ist von 
der Ordnung p+ 1, wenn auch nur ein 9,,, fiir festes k und J von 0 
verschieden ist. 

Der Schlu8 ist klar, wenn nicht simtliche 4) fiir festes 1 und k 
einen Teiler gemein haben; er gilt aber auch, wenn ein solcher Teiler 
besteht, denn dieser ist nach (16) und (17) ein Teiler von G,,, das nach 
(11) notwendig die Form hat: 


(19) 


Gri = a 4° — a 45 + Q 4. 


G,, enthilt also 4, ganz; verschwinden dagegen die (p — 4) 9;,, fiir festes 
k und 1, so kénnen wir nur schlieBen 


fy = 0. 
Ersetzen wir nun den Index / durch einen Index m, so erhalten wir ebenso: 
Ain 
fem —_ = .. 


Gem = nm On 
wenn nur ein 9;,,, nicht verschwindet, dagegen 
f; —_ 0, 
wenn alle (p — 4) 0,,,, verschwinden. 

Es verschwinden aber sicher nicht alle 9,,, fiir festes k identisch, weil, 
wie friiher bewiesen, sonst iiberhaupt alle 9,,, verschwinden miiSten; also 
sind fiir bestimmte Indizes 1, m die Formen C?**, C2** sicher definiert; 
ihre Identitaét folgt leicht aus den Gleichungen (15), die ja, wie bewiesen, 
ganz und rational durch die Identitaéten (11) und die trivialen Identitiaten 
darstellbar sind. Macht man in ihnen die Subst. (16), so folgt: 

(Que — x) Afr’ ayr*™ — (Gaur — Pr) y 3 og** 
Ay i 
= a>) Gsik - or re: On >) Gemk ae co”. 
s+! ’ atm 
oder, da aus (11) folgt 


Berk = Osxi%, fiir e+ k+l, 
0;?*” S (Gun —_ Es Py) AY? = a" > (Gym — Egm g,) 4, 
‘ 


s 
18* 
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also 
of? 4™ — c2*' 4, 
und da 4’ nicht identisch verschwindet: 
Pr’ we". 


Die C”** hat vielfache Punkte, die zusammen p‘p—8) Doppelpunkten 
aquivalent sind. 4 


Nach einem bekannten Satz folgt namlich: 


(ky) «(k) (BR «lk (k) 4ti 
(« fiz Aims _ Ij; Sins =A Sim » 
hieraus durch Summation nach 7: 

; (k) g(k k) 4(k) (ky) gi 

r A> 4% — 42 Am = A™ Aj. 


Aus diesen Gleichungen folgt, daB die C?~* 4;" bei beliebig angenommenen 

Koeffizienten von f,, gemeinsame Punkte auf 4 haben und zwar im 

P(p—3) 
» 


k 


allgemeinen verschiedene; zunachst zeigt («), daB alle 4;;’ bei 


. ae ; a » o> : " 
gleichem J auf 4’ in einer Gruppe I, simtliche 4;;’ bei gleichem i in 
einer Gruppe G, verschwinden; aus (f) folgt dann weiter, daB samtliche 

k) (k ° ° ¥ ° 
i," auf A™ eine gemeinsame Gs ya) 2-9-0) = Goip—-s) haben; die 


2 2 


Gleichungen 
s(t) it 
it a i & 
. . k , . . . . ' 
zeigen dann weiter, daB 4j;’= a,C,, ist, wo C,, in ¢ und 1 symmetrisch 
ist; hieraus folgt dann weiter, daB sich von I, (p — 4) auf a, gelegene 


Punkte abtrennen, ebenso von G, (p — 4) Punkte ),,..., b, (ku. ¢ exkl. ); 


die iibrigbleibenden Gruppen G; und I; von je —a Punkten 
sind identisch; Aj) verschwindet ebenfalls in der von a, aus "hae ausge- 
schnittenen G,_,, dann b,,..., b, (Ju. k exkl.) und beriihrt auBerdem 4 . 
in G; = I), hieraus schlieBt man, daB nicht samtliche 4{? (i,1 = 3,...., p 
(k exkl.)) einen gemeinsamen Teiler haben kénnen. 

Soweit gelten die Uberlegungen bei allgemeinen Koeffizienten der /,,; 
nehmen wir nun an, das System (11) lasse die Existenz von p — 3 un- 
abhangigen Relationen f;, zu, so existieren die linear unabhangigen Aus- 
driicke 4“, 4;", aber die C?~? 4™ p,, A™ p,, A™ gy, 4{” werden im 
allgemeinen vielfache Punkte gemein haben, die in den gemeinsamen Basis- 
punkten liegen. 


Wir haben hier zwei Fille zu unterscheiden: 


1. Haben in einem (8, -- 1)-fachen Punkt von 4” samtliche 4;" 
mindestens alle einen (8, — 1)-fachen Punkt, dann haben alle 4) hier 
mindestens einen (8, — 1)-fachen Punkt, aber nicht alle einen héheren. 
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Es reduziert sich namlich der bewegliche Schnitt der A;” auf A™ auf 


eine G,, wo »=(p—2)(p—3)— J (8, —1 )* und das Hinzutreten 
i 

weiterer fester Punkte nicht ausgeschlossen ist; haben nun die 4 gerade 

alle einen o-fachen Punkt, so hat man: 


p—4)(p—3)= (si —1)0+2(p— 3) (p—2)—25'(s, —1)’, 
A 4 


oder 
p(p— 3) = 3») 8 (238, — %). 
4 


Nun gilt aber sicher die Ungleichung 


hieraus folgt: 

D(a —1)(s,-2—0) <0 
da s; > 1 genommen wird, kann dieser Ausdruck aber nur negativ werden 
oder verschwinden, wenn fiir mindestens ein 4 0; > s; — 2 ist; verschwinden 
aber samtliche Unterdeterminanten zu héherer als der Ordnung s,; — 2, 
so hatte 4 mindestens einen s,-fachen Punkt. 


2. Hat dagegen 4“ einen s,-fachen Punkt und samtliche 4;"’ in 


ihm einen (8; — 1)-fachen Punkt, so folgt durch das gleiche Verfahren: 


> %(%& —%—1)<0 
i 


, 


also muB es Punkte geben, fiir die o, mindestens gleich s, ist, was aus- 
geschlossen ist. Es folgt also: 


57 (%—)) _ p(p—3) 


—_— 2 2 , 


Das lineare System 4“ y,, 4” y,, 4“'g,, 4;" ist demnach regular; die 
Formen 4;)’: «; (+1) schneiden die volle kanonische Schar aus. Weiter 
folgt, daB simtliche Ay? héchstens (s; — 2)-fache Punkte haben und hieraus 
ohne weiteres aus den Gleichungen (19), daB C?** einen s,-fachen und 
wirklich gerade einen solchen hat. 


Unsere Relationen f,, haben also einen gemeinsamen Schnitt von 
einer Dimension, der von jedem Ry", (y, 9,9,) aus in eine C?** vom 
Geschlechte p projiziert werden kann (k = 3,..., p) und aus einer solchen 
durch das adjungierte System der C?~* gewonnen wird, also eine O*?~* 
im Rj_, vom Geschlechte p. 


Die Relationen definieren also tatsdchlich einen Funktionenkorper 
einer Variablen. 
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§ 4. 
Die Normalkurven im R;. 


Die Gleichungen (11) geben ein iiberzihliges System von Identitaten; 
aus den Ausfiihrungen von § 1 und § 3 ergibt sich, daB schon die Identi- 
titen, welche zwischen den 2p — 7 + q Relationen der Form: 

(20) f= 9, ®! + 9, d, + 9, D;” + —, @” —0 

bestehen, unter Umstinden den Kérper bestimmen; zwischen ihnen be- 
standen gerade p — 5 + q unabhingige Identitaéten gegebener Form; unter 
Voraussetzung dieser Identitéten bestimmen dann die Flachen abgesehen 
von einem linearen Raum Rj_, und eventuell anderen auch mehrdimen- 
sionalen Mannigfaltigkeiten wirklich die C*?~*. 

Zunichst beweisen wir: die notwendige und hinreichende Bedingung 
dafiir, dap es unter den 2p—7-+-q Relationen (20) gerade p— 3 
unabhangige gibt, ist, daB eine quadratische Relation der Form: 


F(9,, Par Pe» p,)=0 


existiert, die nur von —,,...,p, abhdngt™). Haben 9,, 9,,9;, 9, eine 
G}_, gemein, so ist dies leicht zu erweisen; denn in den Identititen (11) 
verschwinden samtliche 0,,, und damit 


Oise; = 4,5, fiir i+ 3,4, 
und man hat: 
fea = Pa Pa — Fae Ps — Fiza Ps — Ong Pi Pas 
andererseits sieht man leicht, daB, wenn eine lineare Kombination der 


2p—7 Relationen existiert (/,,,f,,), welche nur 9,, 9, 9,, y, enthilt, 
dies notwendig f,, sein mu8, und damit 


Gisg = Oi,4,= 0 fiir i+ 3,4 
und da a, nicht verschwinden kann, 9,,, = 0 (¢=5,..., p), was zur Folge 
hat, daB es unter den 2p—7 Relationen f,,,/,, nur p—3 unab- 
hangige gibt. 
Der Satz gilt aber allgemein, wenn ¢,,..., , eine nicht zusammen- 
gesetzte Vollschar der Dimension 3 ausschneiden. Nach (5) kénnen wir 
in diesem Falle die 2p — 7 + q Relationen schreiben: 


9;.= P, A; + 9, B; j=1...q, 
(21) fi = Ps Pi — Pi Ag — Pq B; t=4...p, 
F;= 9, 9%; — 9, A; — Py B; t=5...p, 


) Es handelt sich also um eine Umformung der in § 1 gefundenen Bedingung 
des Verschwindens aller Konstanten o in den Identitaten (6) bzw. (11). 
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wir wissen, daB die p— 3 Relationen f, iiberhaupt unabhangig sind; aus 


ihnen lassen sich g,,...,q, rational durch 9,,9,,9, ausdriicken in der 
Form: 
A; 
"2? 


wo 4; Formen in 9,, 9, 9, von der Ordnung p— 2, 4 eine solche von 
der Ordnung p — 3 ist. 

Die Relationen g,; bewirken nun, da simtliche 4, und 4 einen nicht 
verschwindenden Faktor des Grades g gemein haben; denn die Relationen 
g; und f; bleiben erfiillt und zwar identisch in y,,~,,~,, wenn man 4 
und 4, durch die entsprechenden adjungierten C*~* und C*~* der Projek- 


tionskurve O*~* in den M, (9; %. Py) ersetzt. Nach Wegheben des ge- 
meinsamen nicht identisch verschwindenden Faktors kénnen wir also die 


4, vom Grade p— 2—q=S—4, und 4 vom Grade S — 5 annehmen. 
Besteht nun eine quadratische Relation: 


F(Q,; Pas Pa» Px) = 9, 
so l4Bt sich diese schreiben: 


(1) / , ( 
PP (G5 Pas Ps) =Q (Hy, Va» Ya) 
und wenn man setzt: 


A(s-4) 
a= 4-8 
so mu8 identisch**) folgen: 
A, hot Q@”.2°-° : 
4= Pp” RS. 
Macht man nun die Substitution 4y,=— 4, (fiir i= 4,..., p) in die 


Relationen F;, so erhalt man Formen in ¢,,9,,9,, die héchstens bis 
zum Grade S — 2 aufsteigen; der Kegel niedrigster Ordnung aber, der 
vom R5_. (%,, P» Pz) aus die C*”~* projiziert, ist von der Ordnung S — 1; 
die Formen verschwinden also identisch und die Relationen F, sind Folge 
der Relationen f;,g,. Umgekehrt sieht man aus dem Verschwinden simt- 
licher g; in den Relationen (6), daB 4, mit 4 einen Faktor des Grades 
S — 6 gemein haben muB, woraus das Bestehen einer quadratischen Relation: 


P, p™® aah Q” 
folgt. Die 2p—7-+q Relationen bestimmen also nur dann kein ein- 
dimensionales Gebilde, wenn die Projektionskurve C* auf einer F™ im R? 


%*) Weil die niedrigste Relation in ¢,, y,, 9, bei Auswahl unserer Schar vom 
Grade S —1 ist. 
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liegt; abgesehen von diesem Falle gibt es unter den 2p — 7 + q Relationen 
der Form: 
#3 os; + Ps o," T Ps ®," + Ps o," 0 


wirklich p— 2 iiberhaupt unabhingige und sie bestimmen, abgesehen von 
einem R5_, und eventuell anderen auch mehrdimensionalen Mannigfaltig- 
keiten, wirklich die C*?~*, 

Ubrigens kann der oben bezeichnete Fall schon bei nicht singularen 
Kérpern auftreten, wenigstens fiir gerades p. Brill und Noether haben 
Math. Ann. 7, § 12 gezeigt, daB es fiir gerades p im allgemeinen Kérper 
eine endliche Zahl von Gruppen Gp_, gibt, von denen aus sich die C*?~* 
in eine Normalkurve C?** im R;” projizieren laBt, welche auf einer F” 
liegt; in diesem Falle werden also die 2p —7 Relationen eine M, ge- 
mein haben. 

Unsere friiheren Betrachtungen ergeben, daB es mit Ausnahme der 
besonders abgehandelten Falle immer Gruppen Gs gibt, die als Projektions- 
zentrum geeignet sind, derart, daB es unter den 2p — 7 + q linear unab- 
hangigen Relationen obiger Form wirklich p — 2 unabhiangige gibt. 

Macht man irgend p — 4 unabhingige unter ihnen zu Null dadurch, 
daB man ¢,,...,p, rational durch 9,,..., p, ausdriickt, so gehen die iibrigen 
p—3--q quadratischen Relationen, soweit sie nicht identisch ver- 
schwinden, iiber in p—3-+q Flachen F” im Rj”, zwischen denen 
p—5-+q unabhangige Identititen bestehen und unter denen es zwei 
iiberhaupt unabhangige gibt. 

Der einfachste Fall ist nun der, daB sich die Relationen so kombinieren 
lassen, daB eine Relation in den Identiiaten iiberhaupt nicht mehr vorkommt. 


Denken wir uns als Projektionszentrum eine allgemeine G)_, und 
nehmen an, es sei méglich, die 2 p— 7 Relationen /,, f,,..., f,, - der Form: 


‘ 1)  w#ia) (1) Qa) 
P,P, + PoP, + 7, Py T 7%, = WV 


so zu kombinieren, daB in den p — 5 linearen Identitaten fyp-; gar nicht 
vorkommt. In diesem Falle haben /,,..., f,,, eine M?~* gemein, welche 
von einer allgemeinen f™ in einer C*”~* geschnitten wird. 

Umgekehrt existiert eine solche M?~* durch die C*”~*, so lassen sich 
die quadratischen Relationen so kombinieren, daB alle bis auf eine in 
dieser M?~* verschwinden; unter den 2p—7 Relationen obiger Form 
verschwinden gerade 2p — 8 in der M?™~’. 

Die Zahl der in einer solchen M?~’* verschwindenden /™ muB8 namlich 
genau so groB wie die Zahl der in einer allgemeinen Schnittkurve der M?~’ 
mit einer M)_. verschwindenden f”, da die M?~" sicher in keinem Raum 
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niedrigerer Dimension als p—1 liegt; fiir die Schnittkurve C?~* mit P,=9 
bestehen nun p — 4 Relationen der Form: 


7.02 + 9,0" =0 
und demnach fiir die M{?~” (p —4) linear unabhingige Relationen der Form: 
P,P + GP, + Pp Py = 0. 


SchlieB8t man in derselben Weise weiter, so kommt man zu 2p — 8 Re- 
lationen der Form: 


HD+ 9,2 + 9,0. + G9 Op! = 0. 
Die Identitiaten (11) erstrecken sich in diesem Fall einzig auf 2 Se~*) —I 
Relationen, wahrend die letzte willkiirlich bleibt. 

Fiir p = 6 stellt dieser Fall noch den allgemeinen dar, d. h. abgesehen 
von den friiher schon abgehandelten Ausnahmefillen, in denen die qua- 
dratischen Relationen nicht geniigen, liegt jede C™ des Geschlechtes p = 6 
im R*” auf einer M3 und ist der volle Schnitt dieser M} mit einer f”. 

Zum Nachweis projiziere man die C*® von einer allgemeinen G)_, = G) 
aus, derart, daB die Restschar g? nicht zusammengesetzt ist, was immer 
méglich ist. Dann haben wir 2p—7=5 linear unabhangige und p — 2 = 4 
iiberhaupt unabhangige Relationen der Form: 

g " po” | Ps a Ss Ps i 4. Y% go” = 0, 


i 

wo eben @,, Po, Ps» P, diese G} gemein haben; es besteht p — 5 =1 Identitat: 
Uf, y Usfs T U; fs T Uf, + Usf, = 0, 
wo die J lineare Formen in 9¢,,..., y, sind; unter den U sind also héchstens 
vier linear unabhiangig; gibt es wirklich gerade vier linear unabhangige, so 
kann man U, durch lineare Kombination zu Null machen, und man hat 
f 7 2! » , 

U,f, + Usf, + Ugh, 4 U,f, = 0, 

oder in etwas anderer Schreibweise: 


Pil, + Pale + Pals + Pal, = 9- 


Diese Identitat besagt aber, daB f,, f,, f,, f, eine M? gemein haben. Denn 
da ihr Schnittgebilde, als Trager der sag in keinem niedrigeren Raum als 
R} liegt, so miissen f,, f,, f, eine reduktible Mj gemein haben; der eine 
Teil eine MM} verschwindet fiir g,—0, der zweite fiir 7,0; die all- 
gemeine Lésung ist gegeben durch: 
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f= = Bg Pq + yg Pp + Oy Pe> 
fy = — BigP, + Bug Pz + Fag Pi> 
fy = — Gig Py — Bag Pq + Fu P% 
fy = — 9 Py — Fg Pa — Fug Po> 


wo die a,, allgemeine lineare Formen in ¢,,..., 9%, sind und die M? ge- 
geben ist durch: 
Pe=O5 Py Pa Py = Ayy > — Ay 2 Ayg, 
die M} verschwindet nicht fiir die Gerade y, = 9, = 9, = y, = 0; in der 
M; verschwindet eine weitere quadratische Flache f,; diese Flache ergibt 
sich als: 
fy = qq, 4 — Fp F%qy + Fy 9%s,- 

Die M} hat im allgemeinen eine endliche Zahl von Geraden; projiziert 
man sie von einer G? in einen R{’, so erhalt man eine F™; die Schnitte 
der ~ gehen iiber in ein co* System von C* mit fiinf beweglichen Schnitt- 
punkten; dies System kann ausgeschnitten werden durch F™, zu denen 
auch die Ebenen des R{” zusammen mit einer F™ gehéren. Demnach ist 
der Rest eine C* vom Geschlechte 0 und diese hat zum Rest eine C* 
vom Geschlechte —1, bestehend aus zwei windschiefen Geraden; eine F'“’ 
durch die C* schneidet weiter die C* vom Geschlechte 6 aus. 

Gibt es unter den U,,..., U, nur dret linear unabhangige (zwei ist un- 
méglich, denn eine Identitat U, fi, + U, r 4 wiirde zu einem Zerfallen von f, 
und fe fiihren und die C™ lage in einem R}), so sei (f’ wieder durch f ersetzt): 


Pf, + Pols T Psfs = 0, 
mit dem Lésungssystem 


i= bi ePo t+ F159, 
fy = — bio, + Ogg oy, 
L£=- bs%1 unt bas Ps» 


wo die 5,, allgemeine lineare Formen in den @ sind. Das ergibt 


ca. 


bes _ bs bis : 
was nach dem Riemann-Rochschen Satz besagt, daB die Schar ¢,, 7, 7, 
auf der C”° eine g; ausschneidet; da diese Schar in der Schar 9,, ..., 7, 
enthalten ist, hat die C* einen Doppelpunkt. 

Aber auch in diesem Falle liegt die C*® auf einer M$; denn entweder 
ist die in der g? enthaltene g? nicht zusammengesetzt, dann ist, da die 
residuale eine g} ist, nach § 1 g=1 zu setzen und es bestehen vier Re- 
lationen der Form 9, ©” + 9, ®” + y, O\, zwischen denen eine Identitat 


Pil, + Pele + Pal, = 9 
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besteht. Durch diese Identitét wird eine Mj festgelegt, welche f,, f,, fg 
gemein haben (da ihr Schnittgebilde nicht in einem niedrigeren Raum als 
dem R, liegt). Da f, mit dieser M} die Ms: 9, = %,= %, = 0 gemein 
hat, trifft sie weiter in einer Mj, in welcher die C” liegen muB. 

Oder aber die g? ist zusammengesetzt; d. h. alle Sekanten der C* durch 
den Doppelpunkt sind mehrfache Sekanten, oder die C* liegt auf einem 
Kegel 3. Ordnung, der seinen Scheitel im Doppelpunkt hat. Dieser 
Kegel ist aber die Projektion eines Kegels M}, der die CO” enthalt; damit 
ist der Satz bewiesen. 

Fiir p > 6 gehdért der allgemeine Kérper nicht mehr zur betrachteten 
Familie und damit erledigt sich die Frage in negativem Sinn, ob auch fiir 
p>6 die (o—")e=”) Relationen sich so kombinieren lassen, da alle 
bis auf eine numerische Koeffizienten, diese letzte aber allgemeine Koeffi- 
zienten hat (vgl. Noether: Math. Ann. 26). 

Wohl aber existieren auch fiir héheres p spezielle Kérper, die zur be- 
zeichneten Familie gehéren und als Normalkurve eine C*”~* auf einer M?~* 
haben. Es ist aber zu bemerken, daB fiir p>10 die M?~* notwendig 
Regelfliche sein mu8; denn die zugehérige M;” im Rj” tragt ein lineares 
System von C”~* des Geschlechtes 1, der Dimension p—1, des Grades 
p—i, zu dem auch die ebenen Schnitte zusammen mit einer einzigen 
c”~* gehéren; der gemeinsame Rest ist eine C*?~* vom Geschlechte 
(p — en) 4 und diese hat wieder zum Rest eine C?~* vom Ge- 
schlechte —(p—5), welche nur aus p—4 windschiefen Geraden be- 
stehen kann. Ist die F™ keine Regelfliche, so gibt es héchstens sechs zu- 
einander windschiefe Geraden, also hat man fiir p — 4 > 6 notwendig eine 
Regelflache. 

Wird die M?~* eine Regelfliche, so ist ihr Geschlecht 1 und sie muB 
notwendig ein M,-Kegel sein**). Sie entsteht durch Projektion der im R5_, 
gelegenen C?~* vom Geschlecht 1 von einem auBerhalb des Rp_, gelegenen 


Punkt aus; in der Tat bestehen fiir eine elliptische C”?~* gerade oe —1 
quadratische Relationen, zwischen denen (p—1)(p 7 ie) lineare Identitaten 


statthaben; die C*”~* wird ausgeschnitten von einer allgemeinen f™. 

In derselben Weise kann man weiter schlieBen auf Familien, die auf 
M?... liegen. Eine eingehende Behandlung dieser Fille, die dadurch aus- 

18) Vgl. Segre, Math. Ann. 84; allgemeiner liegt die C*”~* bei Bestehen einer 
Involution J; vom Geschlechte x auf einer Regel-M?~****, die man durch ein- 
deutige Beziehung einer kanonischen C**~* in einem die C*”~* nicht treffenden 
R,_, suf eine normale Ch-s im dualen B,_s-s erzeugen kann; die C**~* kann 
in eine doppelt iiberdeckte C*~* ausarten. 
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gezeichnet sind, da ein Teil der Relationen (11) sich auf die Mannig- 
faltigkeiten. hheren Grades durch die C??~* wirft, kann nur im Zusammen- 
hang mit einer Normierung der durch Spezialgruppen erzeugten rationalen 
Mannigfaltigkeiten gegeben werden, welche die C*”~* enthalten. 

Im Zusammenhang mit den letzten Betrachtungen ergibt sich natur- 
gemaB die Frage nach dem Modul der Projektionskurve C* im R!’; der 
Modul der C* besteht aus der Gesamtheit der x. durch die C*?~?, 
welche den R,”, 

R=-a"A-a—-" 
u-fach enthalten; der speziell besprochene Fall war dadurch ausgezeichnet, 
daB die C*?~* von jeder Gj_, durch eine solche MS”, projiziert werden 
konnte. 

Fiir die Normalkurve C?** im R;” ergibt sich nun das Resultat, 
daB der gesamte Modul die Darstellung zulaft: 


22) L'( Py, Par Pa» Pr) = SP i fig + SQilia> 
v + 


wo die Formen P,,Q; nur 9, Pe, Pg, P, enthalten. 

Der Nachweis dieses Satzes stiitzt sich wesentlich auf eine Darstellung 
der Formen ®“’ durch eine bestimmte Basis; es stellen demnach diese 
Betrachtungen eine Weiterfiihrung der in der arithmetischen Theorie iib- 
lichen Darstellung durch Ideale dar?®). 

Der Ansatz des § 2 fiihrt zu einer in allen Fallen giiltigen speziellen 
Basis fiir simtliche Formen &“’, 

Fiir die Formen ©“ hatten wir die Basis 


s®. y,&”, g,2”, gp? eas P>: 


Die Darstellung der ®’ durch die Basis S® ist eindeutig; fiir héhere 
Werte von « kommt man nun zu entsprechenden Basissystemen, indem 
man alle diejenigen Produkte der gp ausscheidet, welche eine Reduktion 
durch die quadratischen und kubischen Relationen zulassen; wir kénnen 
ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, da8 die linearen Formen 


@,,@,,...,@, 


sowohl g, wie auch gy, wirklich enthalten; die eventuell nétig werdende 
Modifikation der Beweisfiihrung la8t sich leicht iibersehen’*); so kommen 
wir zu einem System S”: 


) Vgl. Hensel und Landsberg: 15. Vorlesung; die Grundlage fiir eine solche Dar- 
stellung vom invarianten Standpunkt gibt der Satz von Noether, Math. Ann. 17, § 3. 

*”) Tatsichlich kénnen in manchen Fillen die a nur eine Variable enthalten; 
man lege z. B. a,,...,@, in p—2 Verschwindungspunkte einer iiberall doppelt ver- 
schwindenden ». 
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( 
| Pp, (i = 3,...,D)s PPh, PaPds PrPhs-+ +> PrP2s PEs PEs ++ PE, P, 


wo P" Polynome i-ten Grades in —,, p, bezeichnen. 


Zusammen 5p — 5 Formen. 


Geht man weiter zu einem System fiir die ®’, so kommt man zu- 
nachst zu: 


Py, (i=3,...,p), PQ}, Gip7,.-- P2932, PVs, PPh, PrH2,--- PE 
ps f, 
4,220 98 


von 7p—6 Formen; in ihm ist die Form ,q} reduzierbar; da es fiir 
das Folgende wichtig ist, daB nur G,,, f,,. f,, zur Reduktion benutzt werden, 
schreiben wir die Formeln an; wir hatten nach (9) und (10): 


q 3 Fx4 = 7 \ a; 73 = a9} + >9;" Ps + hs, ) 
8 


3 4 34,2 if sys . ' 
AsP3 — 4, 4y3,P, + Ig Ps — OS Grae (fog H+ YO Pe t Oe Ps) 
+ x 


_ . ’ ' 34 
I (fas + Sree Pet Oa Pi Ps) — MPa Pr Pa Pe th Ps» 


& 
hieraus folgt, daB a,m} mit Hilfe der Relationen f,,, f,,, @,, allein auf 
einfachere Formen reduziert werden kann und damit, daB gy, auf die 
iibrigen Formen des Systems reduzierbar ist; damit ergibt sich fir S“’ 
das System: 


Py, (i =8,...,p); Po, PIP; (t= 4,.... 7); 9,9? (§=8,..., p); 
gi(t=38,...,9), P™, 
zusammen 7p — 7 Formen. 


In derselben Weise leitet man S“’,..., S“° ab: man erhilt so fiir S“’: 


(23 PX" 9.(¢ =8,..+. P) pr 93, pi-*p2(t=4,..., p); 


pi -*p3(s Re gs he p)...pi-ipi(t=8,...,p)... pf (t= rere Pp”, 


zusammen (24—1)(p—1) Formen. 

Man habe nun eine Relation I" (@,, 75,73, P,), die nur Y,, Pe, Py V; 
enthilt, also dem Modul der C?** angehért; dann kann man mit Hilfe 
der Relationen f,,, f,, reduzieren; zuerst entfernt man die Glieder, die 
7,9, zum Faktor haben, mit Hilfe der Formel 

Pa¥s = fy 4,34 P, + Oy, 1 Pa) 
&=- 
dadurch werden auBer /,, Glieder eingefiihrt, die y,,, y,p, enthalten; 
diese reduziere man weiter; es kann dies auf mannigfaltige Weisen ge- 
schehen, immer erhalt man Vielfache der 2 — 7 Relationen f,,, f,,, deren 
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Koeffizienten nur von ¢,, 9, 93, 9, abhangen und die nicht weiter redu- 
ziert werden; der ProzeB8 hért erst auf, wenn, abgesehen von diesen Viel- 
fachen, nur folgende Terme vorhanden sind 


os ( = (3) (u—1) 
PS 1p , Pp: °pP rt > 2 ? 
= (1) — (3) (u—1) 
Pp »pP , aA 2P pecee Ge . 
(a-1)_ () * r 
P Y;, P (#=0...Dp), 


hierin bedeuten die P Polynome in ¢,, ¢, allein; weiter kénnen wir redu- 
zieren y?y,, yq,; auch hier werden auBer einfacheren Termen nur Rela- 
tionen f,5, f;,,@s, eingefiihrt, so da8 wir schlieBlich nur noch folgende 
Terme haben: 


u—? 


(ua —-2) (a—1) « 
ae | 2q2 3p ~% —2@2 2q"-2 
pep, pe-*p?...g2P* ", oP”, PL 9, Ph-*3...pipt*, 
(u—1 (4 —1) fs e \ (ne) 
ay " £2. & (6—§,...,9), FF: 


gs und gs kénnen nicht vorkommen; das sind aber einzig Formen unseres 
Systems S“’, zwischen denen keine Relation mehr bestehen kann; die 
Koeffizienten sind also 0 und damit haben wir die gewiinschte Darstellung **): 


P" (G15 Pas P3> ?,) DAifis + SBif,- 
i ‘ 


Der Beweis la8t sich naturgemaS auf die Normalkurve C* im Ry” 
erweitern. An Stelle des oben gebrauchten allgemeinen Basissystems fiir 
die Formen ©“) hatte man auch ein solches fiir alle ®’ gebrauchen 
kénnen, die in der Restgruppe Gg verschwinden. 


Schreibt man die 2p — 7+ q Relationen 
Pp q 


Y, Py + Py Dy" + yD” + HO," =0 
in der Form: 


fy = 1 Aj, + Pe Aig + V3 Ais + Au = DR,,9,4+ 8; 


s=5 
(j= 1,...,2p—7+4), 
wo die R,, lineare, die S; quadratische Kombinationen der 9,,..., 9,, 
Ps» +++» P, dagegen bis auf lineare Kombinationen bestimmte weitere p — 4 
linear unabhingige g sind, so gelten, wie wir wissen, die p— 5+ 2q 
linear unabhingigen Identitaten: 


3 


2p-7+¢ 

24) > Viitt=9 (o=1,...,p—5+ 2g), 
i=1 

wo die U,; lineare Formen von 9,,...,g, sind; die Matrix |U,;| ist 


natiirlich nur bestimmt bis auf lineare Kombinationen der Reihen und 


'S) Diese Darstellung ist nicht eindeutig. 
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Kolonnen; einer linearen Kombination der Kolonnen entspricht eine 
Kombination der Relationen f,. 
Weiter gilt fiir den Modul der Projektionskurve 0% 


2Pp-—7+¢ 


DP'(%s 2 PsP = 2X Ph 


wo die P; Formen des Grades « — 2 bedeuten; hieraus folgt sofort: 
2p-T+¢ 
(25) > FP, R,,=9, 
‘=1 
waihrend >P;S; nicht identisch verschwinden darf, soll I nicht identisch 
Null werden. Aus den Relationen (24) folgt aber identisch: 


3p-7+¢@ 
| » UR, = 0 (e=5,..., 9), 
(26) =1 


| SUeh=0 (e—l,..., p—5 +29). 


Demnach steht das volle System von Lésungen P, fiir héhere Werte 
von w in ein‘achem Zusammenhang mit den Determinanten der Matrix 
| R,,|, unter Beriicksichtigung der identischen Beziehungen (26); aus (26) 
sehen wir weiter, daB es ein lineares Lésungssystem U,,; der Gleichungen 


DU Ru = 0 
: 


nicht geben kann, was nicht gleichzeitig die Relationen: 


» U4 =0 
¢ 


befriedigt, soll nicht eine I (p, 7, p,) existieren. 
Damit ist gezeigt, wie man in einfacher Weise aus dem Modul der 
C*”-* zum Modul einer Normalkurve im R}” kommen kann. 


§ 5. 
Beispiele. 


Als Material zur Kontrolle der vorhergehenden Uberlegungen gebe 
ich einige Beispiele, ohne dabei in Aufzihlung der Fille Vollstandigkeit 
anzustreben. Der Fall, daB eine g} im Kérper existiert, fiihrt zur Existenz 
der M?~* 

2 an & om S228 


eS ee... 
, - - ' . (p—8)(p— ; 
Diese M?~* enthilt cot Mj}. Damit haben wir (p— Py tpn) Relationen, 


von denen p—4 iiberhaupt unabhangig sind; es bleiben noch weitere 
p — 3 Relationen, von denen zwei unabhingig sind. Die Normierung 
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obiger M, fiihrt auf eine Reihe von Méglichkeiten, die man dadurch zu- 
sammenfassen kann, daB man die p » symbolisch in folgender Form 
darstellt **): 


PPS, ---, Ms"; wy, ys,..-., yes 74,78, ---, 78"; 
wo k+l+m+3=p; k=>l=m genommen werden kann. 


Die ©” auf der M?~* stellen sich demnach in folgender Form dar: 


p*, p*z,..., p22, 
PY, YZ, ..., pyzkt, 
z*, 2°, ..-,27%s®, 


im ganzen 4p —6 Formen; fragen wir jetzt, wie viele ® mindestens 

zur Potenz 4 in den Polen von z verschwinden, so finden wir 
4p—6—61—(3p —3— 414) = p—3-—24 

und das ist sicher richtig, solange in den 4p — 4 — 44 Punkten keine g 


, a —1 
verschwindet, also fiir 4 < ” ; 


2 
Also hat man fiirp=—2»+1 2 Relationen 4 =» — 2, 
» p=2r 1 Relation 4—yv— 2, 
1 " 4=yv— 3 (im ganzen 3). 
In beiden Fallen besteht also 1 Relation fiir 2 = E — 2, fiir ungerade p 
eine weitere vom gleichen 4, fiir gerade eine solche fiir 4 = P 3; 


L2J 
wahit man unter obigen Produkten diejenigen aus, welche gerade zur 
Potenz 4 verschwinden, so erhalt man also zwei Relationen G,,G,, indem 
man lineare Kombinationen dieser ®= mit konstanten Koeffizienten 
gleich Null setzt; habe man 
(27) pees + 2A, py +... +Aggz*, 

. G,= Bi, 9° +2B,.¢y +... +B, 7°, 
wo die Koeffizienten A,;,,B,, ganze Funktionen von z darstellen, welche 
nur gewissen Gradbedingungen geniigen; es ist zu zeigen, daB zwei solche 
Relationen den Kérper festlegen. 

Zunachst folgen weitere Relationen in der Form: 


G,,G,2,..., 4, ltl 


2— 


Gay 020 g, lel" a 


*) Vgl. Segre, Sulle varieté normali a tre dimensioni etc. Att. d, R. Acc. di 
Torino 21, 
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= 


wo e = 0 fiir ungerades p, e = 1 fiir gerades p. Man hat also im ganzen 
fiir ungerades p [2 + [2] —4+2=p-3, 


fiir gerades p [2] + [2] -4+2-1=p-38, 


beide male p — 3 weitere Relationen; wie man sieht, sind hier die Iden- 
titaten von der einfachsten Art. 

Einfachste Gradbetrachtungen ergeben, da8 tatsichlich den Koeffizienten 
in (27) keine weiteren Bedingungen aufzuerlegen sind; ich fiihre den 
Beweis fiir ungerades p durch; hier sind fir p—2»+1 die ent- 
sprechenden Gradzahlen: 

[A,,] ne (B,.] =2k—7+2, 
[4,.] = [B,,]) =k +! y+ 2, 
[Agg] = [B,,] = 2m—7+ 2. 
Die Gleichungen (27) liefern fiir jedes z vier Wertetripel, die Bedingung, 
da8 zwei zusammenfallen, ist, daB die Gleichung: 
| A,, — 4B,,| = 0 
eine Doppelwurzel habe, also 
R, 4° + R,4° + R,A+ BR, =0; 
wo [Ry] =[R,]=[B,] =[R,) =» +2. 

Die Diskriminante ist also tatsichlich vom Grade 4(» + 2) = 2p+ 6 
in z; auBerdem ist die Riemannsche Flache fiir allgemeine Werte der 
Koeffizienten im oo regular; sie ist also tatsichlich vom Geschlechte p. 

Ebenso soll kurz die Behandlung des Falles, in dem eine g} existiert, 


skizziert werden, weil hier eine eingehendere Behandlung der identischen 
Beziehungen nétig wird. In diesem Falle existiert eine M?~*: 


eS . 3 = Pp—s 
> 


V1 Va Vep-4 
welche co' M; enthalt, damit hat man (P —ip—*) linear unabhiangige 
quadratische Relationen, von denen p — 5 iiberhaupt unabhangig sind; es 


bleiben noch 2p—7 Relationen, von denen drei iiberhaupt unabhangig 


sind, wenn man durch geeignete Substitution die ersten (p =I ad 
zu Null macht. 
Die Normierung der M?~‘ erfolgt wie friiher in der Weise, daB 
man die p » setzen kann: 
PPB, o--, Qs", YW, WB, ..., Ys...) CW, MS,..., We", 
Mathematische Annalen. 88. 19 
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wo k+l+m+n=p—4. Man erhalt auf der M?~* 5p — 10 linear 
unabhingige ®”. Zahlen wir wieder die © ab, die mindestens zur 
Potenz 4 in den Polen von z verschwinden, so erhalten wir fiir 2 p 


S¥+o 
(o<5) 5(»—1—A)+o—2 Relationen, also fiir 


o=0 3 Relationn 4=vy—2, 2 weitere 4—»— 3, 
owl 4 inci. |. «cae 
@o=2 5 ‘ A=v—2, 

o=3 1 Relauon A=r-1, 4 Fe A=v—2, 
o=4 2 Relationen 4=yv—1, 3 os A=rv-2 


hieraus folgt in jedem Fall die Existenz bestimmter fiinf Relationen 
G,,G,,...,@, mit vorgeschriebener Gradzahl 2. 
G;=¢ 4° ....+e"s” 


44? 
wo die A;,, ganze Funktionen von z von vorgeschriebenem Grad sind. 


Sind diese fiinf Relationen G, festgelegt, so lassen sich simtliche 2 p — 7 


fehlenden quadratischen Relationen sofort anschreiben; so fiir 9 = 0 
6,.¢.6.¢6,0%, €,,6,8,..:.G9", €, Gs, .--.Gs", 
8 .4e0. Ga... 
im ganzen 3(v¥ — 1)+-2(»—2)=2p—7 
firo=—1 4(y—1)+1(»—2)=—=5»—6=2p—-7, 
» o=2 S5(r—1) =2p—7, 
» 0=3 v+4(r—1) =2p—7, 
» O=4 2r+3(r—1) =2p—7. 


Zur Festlegung der fiinf Relationen G, deuten wir y, y,7,@ als Koordinaten 
in einer R;”; wir haben dann fiinf f” im R,” und zwar solche, welche 
fiir jeden Wert des Parameters z.fiinf gemeinsame Verschwindungspunkte 
haben miissen. Bei gegebenem z mu die Gesamtheit dieser fiinf Punkte 
rational festzulegen sein, also bestehen zwei lineare Identitéten, etwa: 
{lG@, = a,G, + a,G, + a,G,, 

| 1G, = 6,4, + b, G, + ,G,, 

wo @,,4,,4@,,6,,6,,6,,1 lineare Formen der vier Koordinaten sind mit 
Koeffizienten, die ganz von z abhingen. In der Tat, G,,G,,G, haben 
acht Verschwindungspunkte, von denen drei in die Ebene /, die weiteren 
finf in die Flachen G, und G, fallen; damit ist also das allgemeinste 
System dieser Art gegeben. Zu der gleichen Folgerung kommt man 
iibrigens, wenn man bedenkt, daB zwischen- den quadratischen Relationen 
nur lineare Identitéten bestehen, daB infolge unserer Substitution, welche 


(28) 
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einen Teil der Flachen zu 0 macht, diese Identititen in lineare zwischen 
den iibrigen Flachen iibergehen, und wenn man dann diese 2p—7 
Relationen ersetzt durch die fiinf Relationen G,,...,@,, wodurch die 
Gradzahlen in z erhéht werden. 
Das allgemeinste Lésungssystem der Gleichungen (28) ist bis auf 
konstante Faktoren 
G, = a, b, _ a, b, — LA, 
G, = a,b, — a,b, + 1B, 
G, = a,b, — a,b, + IC, 
G,=a,A+a,B+a,C, 
G,=6,A+6,B+56,C, 


wo A,B,C allgemeine lineare Formen sind; die Koeffizenten in den 
linearen Formen: 


GctiscG@,s Snr 4,.8.9,8 


haben nur gewissen Gradbedingungen zu geniigen, die sich nach dem 
Gesagten in jedem Fall leicht angeben lassen und eben die Bedingungen 
dafiir geben, daB man es tatsichlich mit quadratischen ~-Relationen und 
linearen Identitéten zwischen ihnen zu tun hat; damit ist von unserem 
Standpunkt das Resultat klar; beispielsweise hat man fiir den allgemeinen 
Fall p= 8 zu nehmen”): 


a,)=(a,)=[a,J)=[7]=0; [b,] =[b,] = [b,] =[4] = [4] =[C] = 1. 
Fiir p=7 existiert im allgemeinen eine g?; unter dieser Annahme ist 
die Existenz einer M} 

Fi i ae 

Pa Ps 6 
gesichert; wir nehmen zunachst an, daB diese 6 — linear unabhingig 
seien; dann kénnen wir ohne Schwierigkeit einen Kérper p=7 und 
zwar den allgemeinsten konstruieren. Zunichst ist klar, daB die Schar 
(1, Pe» Pg) eine beweglich g? anschneidet, da wir oben drei linear un- 
abhingige Relationen: 


i; = Pi Ps — Pals . 
(1) fy = Pi Ve P34 4> 
i, = Pa Pe Ps Ps 


haben, existieren zwei weitere Relationen der Form: 


{i= yp, A + 9,B +o,C =0, 
lf = 9, A’ p, B'+9,0' =0, 


(2) 


\ a 


*®) Die Existenz weiterer Scharen g} behindert uusere Betrachtung in keiner Weise. 
19* 
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wo den Formen A, B,C, A’, B’,C’ keine Beschrankung auferlegt sei. 
Dann trifft die f, die M; in M;, da sie Mj gemein hat, f, hat mit 
dieser M; M; gemein, trifft also weiter in M4, fiir welche nach obigen 
Relationen auch die zwei weiteren Formen: 
{fe p,A y 7, B +%C, 
li =9,4' 7, B+ 9,0’ 
verschwinden; diese sieben Relationen stellen die M; rein dar; nun 
schneidet 7, = p, = 0 diese Mj in einer rationalen C,, namlich in: 

Pe Ps Cc Cc’ 


( = = 0; = —=—_—=_=—_ = ° 
Ps % Ps Ts B F 


3 J 
{.>) 


Wir legen durch diese C‘ eine f°; ihre Form ist modulo unserer 
bisherigen Relationen: 
fe =9,P +9,Q+(BC’— B’C), 
wo P und Q allgemeine lineare Formen seien; sie schneidet weiter die 
c™ vom Geschlechte p=7 aus; zunichst ist klar, daB f, unsere M; 
langs einer C™ schneidet; es lassen sich aber sofort zwei weitere Flachen 
angeben, welche die C** ausschneiden und von den vorigen linear unab- 
hangig sind; man findet namlich: 
Qf. +B’ ft, — Bh, + sf =91(%,P + %,.Q+(AB’ — BA’), 
QR+CH+>CK + Mh =%:(%P+%Q+(4 C— AC’), 
so da8 wir setzen kénnen: 
{fh=7P+9,9+ CA’ — AC’, 
lho = %sP +9,.Q+AB’— BA’. 
Man kann leicht die zwischen den 10 Relationen bestehenden Identi- 


taten anschreiben. Auf die Behandlung spezieller Fille gehe ich hier nicht 
ein; auch unter Annahme der Existenz einer g} sind Abweichungen méglich, 


(4) 


je nach der Form der M,” 
a | a 


V1 Ve y's” 
denn die Formen 97,, 95; 3, Y1, We» Ws Werden nicht in allen Fallen linear 
unabhangig sein. 

Man kommt zu den Noetherschen Formeln zuriick, wenn man eine 
weitere g; zu Hilfe nimmt, deren ja jede g> eine endliche Anzahl ent- 
halten mu8; dann erscheinen die Formen f, und f, in spezieller Form. 

Aus: 


a 
” 
a %—it"" 


F: Ps ?; 
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folgt namlich: 


6 
f= Pi? — P22 % Ps 


6 
fs =a Ps 2 % Pi 


f, und f, kann man dann auch schreiben: 
fe = Ps ?2 —P,4 — ,B— 9,0, 
f, = %e?, —%,A—9,B—%,C, 


wo A, B, C allgemeine lineare Formen in ¢,,..., p, bedeuten; die letzten 
drei Formen werden dann: 


6 
i= (9, = C) 2% %:— HU — HV, 


6 
= P:B+ 34, 9%,4 —_ y,U —%V, 


ho = (9, ~T C) ¢, a y.U — 9;V, 
wo U, V als beliebige lineare Formen in ¢,,...,9;, genommen werden 
kénnen. 

Wir haben die C”* auf einer M; behandelt, in derselben Weise kann 
man die Relationen fiir eine C** auf einer M; oder M$ unmittelbar 
anschreiben. 

Den allgemeinen Fall p = 8 habe ich schon an zwei Stellen behandelt; 
beide Lésungen kommen im Grund auf das gleiche hinaus; existiert nimlich 
eine g}, so hat man: 

(1) S.-i. » Za. 

Yr Y2 Ys V's 
wo die acht @ linear unabhangig sein miissen, da sonst auch die Schar | 2, | 
Spezialschar wire. Nach (28) sind 


G,, 4,, @,, l 
vier linear unabhangige Formen in ¢,,...,p,, die wir gleich ¢,,..., 9, 
annehmen kénnen, wahrend 
b,,5,,6,, A,B,C 
vom ersten Grad in z sein muBten, dann hat man in (1) sechs linear 
unabhangige Relationen, die weiteren neun ergeben: 


G,, G,,G,,G,, G,2z,G,2,G,2,G,z, G 


5? 


wo 
G,= — 9,5, + 9,5,+ 9,4, 
G,= + 9,6, — 7,6, + 9,B, 
G, = — 9,5, + 9, + 9, C, 
G,=—9,A—9,B—7,C, 
G, = b,A+6,B +6,C. 
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In homogener Schreibweise hat man zu setzen: 


bn=—bethye 424,4+4, 


b, = bey + bay, B= B, + B,, 
b, = b,,, + ;,,, C=C,+C,, 
wo z. B. b,,,, 6,,, zwei lineare Formen, die erste in p,,..., @,, die zweite 
in y,,..-, y, sind, die keiner Beschrankung unterliegen; weiter hat man: 
G, = “—e b, 7 b, TW, A ’ 
G,z y, bs — y,6,+ y, B, 
G,z Y; b, + Wa b, T Ys C, 
G,z=—y,A—y,B—y,C. 


G,, G,,@,,G@, sind die vier Relationen F,, F,, F,, F,, die in §1 Ver- 
wendung finden; um gleiche Bezeichnung herbeizufiihren, hat man dort 
zu setzen: 


Y, 4, = P2 bs, + Pz be, T %: Ag, 
Y; &, = P1 b;, Ps bs, TPs B, ’ 
¥,4, = Pr 624 T Pe bi, Ps C,, 
¥, %, P1 A, 2 B, Ps C, ’ 
YY 

y b, _ Wobsy + ysb2, + Ws A, : 
71 

Ye | } b zB 
y 49 W193, Y3s9 yp T Ys Pys 
71 

Y2 y 

, b, y, bs, T y2d,, 3 yiC,,, 
71 

Y» 

* b, ar Ys A, We B, psC, . 

71 


Wegen der Allgemeinheit der Formen: 
Gs Mes Ses Ge. > Betas B,C 


sind also a,, @,, @,, a 


3» @,, 5,,6,,6,,6, einzig an die linearen Identitaten: 


a, 7, + 4,7, + 4,9, + 4,9, = 9, 
b, Y, 7 b, Wo T b, Ws + b, y, = 0 


gebunden, womit wir wieder bei den Formeln des § 1 angelangt sind. 


e 


Zu einfacheren Formeln, die gleichzeitig ihre Reichweite iibersehen 
lassen, kommt man, wenn man die C**. scheidet in solche, die auf 
M;°, M},..., M} liegen; der erste Fall ist der allgemeine; man zeigt 
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dann leicht, daB eine derartige M;° immer dargestellt werden kann durch 
elf Relationen, namlich: 


oe. a ae 
Ps Vs ; ?s° 
v1 Vs A, A 


P2 Fe B, = B,’ 
wo A,, A,, B,, B, vier allgemeine Formen sind. In symmetrischer Be- 
handlung beider Formelgruppen findet man dann leicht die vier Relationen: 
he=1 D+ Pa (Gs Ps 4 a, A, + a, A,) T Pe! B, Ps + B, A, a B, A,) 
+ Ps (%5 Ps + 1 Ay + Y2 Aa), 
his Ps D+ 9(%, %5 4 a, A, + as A, )+ 9: (Bs Ps + B, A, r B, Ay) 
+ 5 (%s Ps +7141 + 22 Ae), 
Ih P2 D + Pa \%s Po t B; Pg Ts %s) + B, (a, PP. T BPs Ti Ps) 
rT B,(«, Po + BrP; + 72%)» 
Is P,(D+a,¢ ot+bsP:+%5P%x) + B, &, P_ + B, P; +71 Ps) 
os B,| a, Pe > De 7; +? Ps)s 
wo D eine allgemeine Form, die «, 8, y irgendwelche Konstanten sind. 
Die niedrigste M,, welche die allgemeine C** des Geschlechtes 9 im 
R? enthalt, ist eine Me’; diese ist rational. Geht man von der Existenz 
einer g°? aus, dann folgen sofort die Relationen: 
(1) Py* Pa? Ps = Pa? Ps Po = P2* Ps * Po» 
welche eine M! bestimmen; eine solche M; enthilt oo* M;; legt man 
durch eine solche eine f,, z. B. 
fo = Vi A+9,B+9,0=0, 
so ist nach unseren fiiheren Betrachtungen die Existenz einer solchen fiir 
die C*" gesichert, ja es muB noch eine weitere dieser Art geben. /,, trifft 
also weiter in einer M;, welche auch von 
fi = p,A T Ps B+ PC = 0, 
( fis wage a A T p,B s Po c=0 
ausgeschnitten wird; der R; (y, = y, = 7, = 0) hat mit dieser M; eine 
M; gemein, eine weitere Relation: 
, oy , 
fs=%4+9,B + 9,0 =0 
trifft also weiter in einer Me’, in welcher auch: 
, , 1 , 
3) bgateer +9,B+9,¢0 =0, 
(e ’ , , 
his ea p,A + 9, B sa PC = 0 
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verschwinden; die Relationen /,,..., /,, bilden den vollen Modul der MS, 
wie man sich leicht iiberzeugt; A,B,C, A’, B’,C’ unterliegen dabei 
keiner Beschrankung. 


Nun ist klar, daB auch folgende sechs Relationen bestehen werden: 


fe=Po, +Qn, + Re,, 

fa = Po, +Qe, + Rg,, 

fis = PY, +QM, + Ro,, 

fe = P'9, + OM, + F’9,, 

fo = P’¥, + QM, + B'9,, 

far = P'g + Q'M, + RB’. 

Zwischen diesen 21 Relationen besteht eine lineare Abhingigkeit. Die 
Gleichungen (1) kénnen wir identisch erfiillen, wenn wir setzen: 














Fi = ZY» Py = 7%,» PY, = 7% Ys, 


(5) pb es Ps = % Yo» Ps = % Yz> 

Ps = %Y;> Pa = 2 Ye> Po = Xs Ys- 

Setzen wir diese Werte in (2), (3), (4) ein, so haben wir: 
ho=% G,, fis = 91s, fe = 2, H,, fy = a, H,, 
(6) fu = ¥24,, f= 9G, fy; = %,H,, foo = % H,, 
fie = Ys G;; fis = ¥s Gs, fix = %4,, fa, = 2, H,. 


Wir haben noch vier Formen: 
G,=G,(z*\y); G,=G@,(z*\y); H,=H,(z\y*); H,=H,(2\y"). 


Erfillt man G, — G, = 0 identisch, so erscheinen die y als ternire For- 
men vierten Grades in x und die beiden C’, H, und H,, spalten je eine 
Linearform ab; die sechs Formen H,2z;, H,z, kénnen nun nicht linear 
unabhingig sein, da sie auBer einer C” nur C* durch einen Punkt be- 


stimmen; es besteht demnach eine lineare Relation: 
(7) m,H, +1,H,=p,G,+4,@,, 


wo m,,l., p,,q, lineare Formen sind. Diese leicht zu erfiillende Beziehung 


a? “xz? 


reicht hin, um die Koeffizienten der vier Formen G und H festzulegen. 


Da wir noch iiber Kollineationen der z und y verfiigen, kénnen wir 
z. B. setzen: 


m=; L=%; P= G=¥s- 
Setzen wir nun die biternare Form: 


m,H, + LH, _ p, &, + q, Ge — U, 
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so folgt fir: 
U = Uy By Yy TH Uyg By Yq H Myy Vy Y, + thyy Zq Ho, 


wo die u linear in z und y sind, und man hat demnach: 

G, = 4, %, + Uy, % + 0Y,, A, = Uy, Y, + tye Yq + W2q, 

G, = Uy, Z, + ty, Z% — VY,, Hy, = ty, ¥, + Mag Yq — W2,, 
hierin miissen die in z bzw. y quadratischen Formen v, w- die Glieder 


a? bzw. y; auch wirklich enthalten; in der Tat findet man als letzte 
Relation: 


(8) 


HF = VW + Uy, Ugg — Uyg Uy, = 9 


mit den identischen Beziehungen: 


a, F = vH, i — %,.4, + u,, G,, 
z,F+vH,= G4, — ts, G,, 
y, F — wG, = — u,, A, + 4,,4,, 


y,F+wG,= u,,H, — u,,H,. 


Wollmesheim, 11. Marz 1922. 


(Eingegangen am 13. 3. 1922.) 








Beitriige zur allgemeinen Topologie. I. 


Axiome fir verschiedene Fassungen des Umgebungsbegriffs. 
Von 


Heinrich Tietze in Erlangen. 


Der Begriff der stetigen Abbildung und Camit der Begriff der ,,topo- 
logischen“, d. h. eineindeutigen umkehrbar stetigen Abbildung laB8t sich 
bekanntlich nicht nur im Bereich der in einem n-dimensionalen Raum 
gelegenen Mengen') entwickeln, sondern auch im Bereich allgemeiner 
Mengen, sofern fiir ihre Elemente nur gewissen Axiomen geniigende Fest- 
setzungen iiber Limes-, Umgebungs- oder Abstandsbeziehungen getroffen 
sind. Hieraus erwachst eine ,allgemeine Topologie“ als Lehre von den 
bei topologischen Abbildungen invarianten Eigenschaften solcher als _,,topo- 
logische Raume“ bezeichneter Mengen*). Damit verbindet sich die Unter- 
suchung verschiedener Axiomensysteme fiir die genannten Limes-, Um- 
gebungs- oder Abstandsbeziehungen*) hinsichtlich ihrer Tragweite und ihres 
gegenseitigen Zusammenhanges. Hierzu sollen im folgenden Beitrige ge- 
liefert, werden. 

Speziell fiir die Umgebungsbeziehungen hat F. Hausdorff |. c. *) eine 
ausgedehnte Theorie auf der Grundlage eines im folgenden wiedergegebenen 
Axiomensystems entwickelt. Jedes System von Beziehungen, das zufolge 
von (als willkiirlich getroffen anzusehenden) Festsetzungen ,, Umgebungen“ 
festlegt, die diesen Axiomen geniigen, ordnet sich dieser Theorie unter. 
Statt der ,Umgebungen“ werden haufig mit Vorteil ,,offene Mengen“ und 


') Und analog fiir ,n-dimensionale Mannigfaltigkeiten“ in dem allgemeineren in 
der Analysis situs heute iiblich gewordenen Sinn. 

*) Im Anschlu8 an F. Hausdorff, Grundziige der Mengenlehre (1914), S. 213. 

‘) Auch der Begriff des Haufungspunktes ist zum Ausgangspunkt genommen 
worden. Vgl. drei Postulate tiir ,Verdichtungsstellen* von F. Riesz, Atti del IV. 
congresso dei Matematici, Roma 1908, t. 2, p. 19. Uber ein viertes von W. GroB 
aufgestelltes Postulat fiir Hiufungspunkte vgl. die kiirzlich erschienene Arbeit von 
L. Vietoris, Monatshefte f. Math. u. Phys. 81 (1921), S. 176. 
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,umgebende Mengen“ beniitzt. Fiir diese Begriffe werden in Abschnitt A 
dieses Beitrages I Axiomensysteme aufgestellt‘). Zu den diesen Axiomen 
geniigenden ,,topologischen Raéumen“* gehéren aber noch recht exotische 
Bildungen, wie dies Beispiele zeigen, die zur Beantwortung von Unab- 


hangigkeitsfragen — ad hoc und natiirlich nicht um ihrer selbst willen — 
konstruiert wurden. Es werden im Abschnitt B gewisse ,,Trennbarkeits- 
axiome“‘ besprochen, — von denen eines (nur in etwas anderer Formu- 


lierung ) bereits von L. Vietoris, 1. c. *) aufgestellt wurde, — dazu angetan, 
den Bereich der zu betrachtenden ,,Raume“ einzuengen’). 


Von diesen Trennbarkeitsaxiomen wird iibrigens auch in einem Bei- 
trag II Gebrauch zu machen sein, der sich mit der Zinfiihrung uneigent- 
licher Elemente vom Standpunkt einer allgemeinen Topologie beschaf- 
tigen soil. 


Die Untersuchung der genannten Unabhiangigkeitsfragen fiihrte auf 
eine Art von Verteilungsproblemen, auf die wegen ihres selbstandigen 
Interesses etwas naher eingegangen wird, als fiir die Erledigung jener 
Fragen unbedingt nétig ware. Ein solches Verteilungsproblem, auf das 
ein (der Untersuchung unzugianglich gebliebenes) Beispiel eines copologi- 
schen Raumes fiihrte, ist das folgende: Gibt es eine in der ganzen 
xy-Ebene definierte eindeutige Funktion f(z, y), die nur der Werte 0 
und 1 fahig ist und die auf jeder Geraden x = constans in allen Punkten, 
héchstens abzahlbar unendlich viele ausgenommen, gleich 0, andererseits 
auf jeder Geraden y = const. in allen Punkten mit Ausnahme héchstens 
abzahlbar unendlich vieler gleich 1 ist? Dieses Problem hat schon 
W. Sierpinski behandelt*) und unter Bezugnahme auf die Theorie der 
transfiniten Ordnungszahlen gezeigt, daB es gleichwertig ist mit der Frage, 
ob das Kontinuum die Miachtigkeit ,,Aleph eins“ hat. Die betreffenden 
Uberlegungen von Sierpinski sind als Sonderfall in jenen der Nr. 18 ent- 
halten, die mir Herr H. Hahn brieflich mitgeteilt hat, und lassen sich 
auch noch auf etwas allgemeinere Fille ausdehnen (Nr. 19, 20). Ver- 
scharft man die Forderungen des obgenannten Verteilungsproblems (in 
unsymmetrischer Weise) dahin, daB auf jeder Geraden y = const. in héch- 
stens endlich vielen Punkten f(z, y)= 0 sein darf, so laBt sich die Un- 


*) Auf diese Axiomensysteme wurde schon gelegentlich hingewiesen, Jahresber. 
der Deutsch. Math. Ver. 29 (1920), S. 112, Anm. 20. 

5) Auf andere Weise hat Hausdorff durch Abzihlbarkeitsaxiome solche Ein- 
engungen vorgenommen. Die Beziehungen dieser Abzihlbarkeitsaxiome zu den Trenn- 
barkeitsaxiomen werden nur gelegentlich (Nr. 23) gestreift. 

*) Sur un théoréme équivalent 4 l’hypothése du continu, Bull. Acad. Scienc. 
Cracovie, 1919. Den Hinweis auf diese Arbeit und Auskunft iiber ihren Inhalt ver- 
danke ich einer freundlichen Mitteilung von Herrn F. Hausdorff. 
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méglichkeit einer solchen Verteilung, und zwar ohne Heranziehung der 
Theorie der transfiniten Ordnungszahlen*) leicht nachweisen (Nr. 16). 


A. Umgebungen von Elementen. — Offene Mengen. — 
Umgebende Mengen. 


1. F. Hausdorff bezeichnet als ,,topologischen Raum“ eine Menge ®, 
deren Elementen (,,Punkten“*) z gewisse Teilmengen U(x), ,,Umgebungen 
von 2‘* genannt, zugeordnet sind, und zwar derart, da8 diese Zuordnungen 
folgenden ,,Umgebungsaxiomen“ geniigen*): 

(A) Jedem Punkt z entspricht mindestens eine Umgebung WU (z); 
jede Umgebung lU(z) enthalt den Punkt z (Existenzaxiom ). 


(B) Sind U(z), B(x) zwei Umgebungen desselben Punktes z, so 
gibt es eine Umgebung (2), die Teilmenge von beiden ist (Axiom vom 
Durchschnitt ). 


(C) Liegt der Punkt y in U(z), so gibt es eine Umgebung lU(y), 
die Teilmenge von U(z) ist (Offenheitsaxiom). 

(D) Fiir zwei verschiedene Punkte z,y gibt es zwei Umgebungen 
(2), U(y) ohne gemeinsamen Punkt ( Trennbarkeitsaxiom ). 


2.*) Ist MH eine in einem topologischen Raum WR gelegene Punkt- 
menge, d.h. eine Teilmenge von R, so heiBt x ein innerer Punkt von UW, 
wenn es eine Umgebung ll(z) gibt, die Teilmenge von W ist. Ist YW, die 
Menge der inneren Punkte von &, — die wegen (A) Teilmenge von Y 
ist, — so heiBt A —W— A; die Menge der Randpunkte von U%. Eine 
Menge, deren jeder Punkt ein innerer ist, hei®t offen*®) (genauer ,,in R 


7) Dementsprechend lassen sich auch jene Unabhingigkeitsfragen ohne Heran- 
ziehung dieser Theorie erledigen. 

*) Wie schon gesagt, treten diese Zuordnungen hier als im iibrigen ganz will- 
kitrliche Festsetzungen auf. Werden z. B. fiir die Punkte z einer euklidischen Ebene 
als U(z) alle Kreisflichen mit dem Mittelpunkt xz genommen (= Mengen aller 
Punkte z’ mit einem Abstand zz’ < als ein 9 >) oder alle x enthaltenden Drei- 
ecksflichen oder derg!., so werden diese Festsetzungen von uns als Sonderfille der 
allgemeinen Theorie angesehen, weil sie den Axiomen (A) bis (D) geniigen, — und 
nur aus diesem Grunde (vgl. iibrigens Nr. 3). Im Wesen liegt darin keine héhere 
Willkiir als in der Festsetzung des Abstandes bei rein analytischem Aufbau der Geo- 
metrie: Punkt « = geordnetes Zahlenpaar (£,, §,), Abstand zz’ = y(&, — £{)* + (&, — &)* 
(vgl. etwa H. Beck, Koordinatengeometrie (1919), S. 2, 18), — oder in der Setzung 
eines (nicht weiter erklirten) Grundbegriffes ,zwischen“ bei axiomatischem Aufbau. 

*) Zu dieser Nummer vgl. F. Hausdorff, |. c. *), Kap. VII, §§ 2, 3. 

™) Vgl. C. Carathéodory, Vorlesungen iiber reelle Funktionen (1918), 8. 40. DaB& 
fiir den wichtigen Begriff der offenen Menge ein eigenes Substantiv erwiinscht wire, 
hatte F. Hausdorff, |. c. *), S.215 mit Recht hervorgehoben und dafiir das Wort 
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offen“**). Ein Punkt z von ® hei®t ein Haufungspunkt von &%, wenn in 
jeder Umgebung U(z) unendlich viele Punkte von & liegen. W heiBt 
abgeschlossen (genauer: ,,in §t abgeschlossen“**)), wenn die Menge U, der 
Haufungspunkte von % in & enthalten ist (Y%, & W)**). Als ,,abgeschlossene 
Hiille« von &% bezeichnet man**) die Vereinigung (Vereinigungsmenge) 
W. = U+ Wy der Mengen MW und W,. Es gelten die Satze: 

(a) Jede Umgebung U(2z) eines Punktes z ist eine offene Menge 
(folgt aus (C)). 

(b) Wenn 2 nicht Haufungspunkt von & ist, dann gibt es eine Um- 
gebung U(x), die keinen von 2 verschiedenen Punkt von % enthilt (folgt 
aus (B) und (D)). 

(c) Die ,,.Komplementarmenge“ # — &% von WM, d.h. die Menge aller 
nicht zu & gehérenden Punkte von fi, ist abgeschlossen, wenn Y offen 
ist und umgekehrt (folgt aus (b)). 

(d) Jede Menge, die aus allen Punkten von ® mit Ausnahme eines 
einzigen besteht, ist offen (folgt aus (c)). 


3. Jede neue den Axiomen geniigende Zuordnung von Umgebungen 
l(a) zu den Elementen x derselben Menge schafft nach der bisherigen 
Definition einen neuen topologischen Raum. Man spricht jedoch weiterhin 
von einem und demselben topologischen Raum §f, wenn die beiden Sy- 
steme von Umgebungen ,,gleichwertig sind’*), worunter verstanden wer- 
den soll, daB jede Menge in R, die eine offene Menge beziiglich des einen 
Umgebungssystems ist, auch offen ist beziiglich des anderen und umge- 
kehrt, — eine Gleichwertigkeitsdefinition, der man auch die Fassung geben 
kann: Fiir jeden Punkt z ist in jeder Umgebung von z des einen Systems 
eine Umgebung des anderen als Teilmenge enthalten und umgekehrt (wie 
im Beispiel der Kreis- und der Dreiecksflachen in Aum. *)). 





Gebiet gebraucht. Doch sind ihm spitere Autoren hierin nicht gefolgt. Tatsichlich 
scheint mir dieses Wort weit eher auf etwas Zusammenhingendes als auf ein ,Inne- 
res“ hinzuweisen. 

11) Wenn nimlich das Relative dieser Eigenschaft zum Raum betont werden soll, 
vgl. Nr. 6. 

1%) Eine Menge % kann zugleich offen und abgeschlosssn sein, in einem zu- 
sammenhangenden Raum ® (vgl. Nr. 6) jedoch nur, wenn & gleich R oder gleich 
der leeren (keinen Punkt enthaltenden) Menge ist. 

‘*) Nach C. Carathéodory, 1. c.*°), 8. 57. Die Bezeichnungen %,, &, nach 
Hausdorff, 1. c., S. 219, 220. Uber Vereinigung & +8 und Summe & +B (= Vereini- 
gung zueinander punktfremder Mengen) vgl. C. Carathéodory, |. c., 8. 22, 238; 
H. Hahn, Theorie der reellen Funktionen, I. (1921), 8.2. Uber Summen- und Pro- 
duktbildung von Raéumen vgl. Nr. 6. 

*) F. Hausdorff, |. c., 8. 261, mit etwas anderem Ausgangspunkt fiir die De- 
finition. 
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Danach ist es leicht, aus einem System von Umgebungen oder aus mehreren 
gleichwertigen weitere gleichwertige zu bilden, z. B.: 

Ist U (2) ein System, so behalte man von allen Umgebungen eines jeden Punk- 
tes x nur jene bei, die Teilmengen einer bestimmt gewahlten Umgebung von z des- 
selben oder eines gleichwertigen Systems sind; oder: 

Zu den Umgebungen U(x) eines jeden Punktes x fiige man noch beliebige 
Umgebungen von z aus beliebigen anderen gleichwertigen Systemen hinzu, z. B. alle 
in einer bestimmten Menge von Systemen vorkommenden Umgebungen von z. 

Dem Ubergang von einem Umgebungssystem zu einem gleichwertigen 
gegeniiber sind die in Nr. 2 erklarten Begriffe ,,innerer Punkt“, ,,offene 
Menge“ usw. invariant. 

4. In der Gesamtheit aller Umgebungssysteme eines topologischen 
Raumes, d. h. aller mit einem System gleichwertigen Systeme ist eines 
ausgezeichnet: das System aller offenen Mengen, jede derselben als Um- 
gebung jedes ihrer Purkte genommen. Dies legt nahe, von vornherein 
von diesem System von Umgebungen auszugehen**). Wie alle anderen 
Systeme geniigt natiirlich auch dieses den Forderungen (A), (B),(C), (D). 
Es ist aber nicht schwer, die Frage nach besonderen, verscharften Forde- 
rungen zu beantworten, derart, da8 einerseits diesen Forderungen jedes 
aus allen offenen Mengen © eines topologischen Raumes bestehende Sy- 
stem geniigt und daB andererseits jedes System von Teilmengen einer 
Menge R, das diesen Forderungen geniigt, gerade das System aller offenen 
Mengen eines aus den Punkten von R gebildeten topologischen Raumes 
ist. Eine derartige Charakterisierung der Systeme, die aus allen offenen 
Mengen eines topologischen Raumes bestehen, leisten nimlich die folgen- 
den Forderungen : 

(A°) Jeder Punkt x (des betrachteten topologischen Raumes i) ist 
in mindestens einer offenen Menge & enthalten. 

(B°) Haben zwei offene Mengen @,, G, wenigstens einen Punkt ge- 
mein, so ist auch ihr Durchschnitt (Menge der gemeinsamen Punkte) 
G, -G, eine offene Menge. 

(C’) Gibt es zu jedem in der Menge & enthaltenen Punkt z eine 
offene Menge, die z enthalt und Teilmenge von & ist, so ist M& selbst 
eine offene Menge. 


D ) Fiir zwei verschiedene Punkte xz, y gibt es zwei offene Mengen 
ohne gemeinsamen Punkt, von denen die eine x, die andere y enthilt. 

In der Tat kann man sich auf Grund von (A, B, C, D) unmittelbar 
liberzeugen, da® fiir das System der offenen Mengen eines topologischen 
Raumes (A°, B°, C°, D°) erfiillt sind. Sei andererseits ein (A°) bis (D°) 


**) Diese Auffassung des Umgebungsbegriffes fiir die jeweils betrachteten (eukli- 
dischen oder metrischen) Raiume findet man bei C. Carathéodory, 1. c. %°), 8. 37; 
H. Hahn, |. c. **), S. 65. 
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erfiillendes System von Teilmengen G einer Menge Rt gegeben, so ist es 
leicht, den Punkten z von ® ein System von Umgebungen ll (z), das (A) 
bis (D) erfiillt, so zuzuordnen, daB die gegebenen Mengen & in ihrer Ge- 
samtheit zusammenfallen mit der Gesamtheit der fiir das System der U1 (x) 
gem&B Nr. 2 definierten offenen Mengen. Hierzu geniigt es, als Um- 
gebungen ll(z) von z alle den Punkt z enthaltenden Mengen @ zu wihlen, 
ein System, das zufolge (A°,B°, C°, D°) offenbar (A, B, C, D) erfiillt. 
Die Menge der fiir dieses System der U(x) definierten offenen Mengen 
fallt nun tatsichlich mit er Menge aller © zusammen. Denn jede in 
diesem Sinn offene Menge ist zufolge (C°) eine Menge @ und umgekehrt 
ist jede Menge & als Umgebung U(x) jedes ihrer Punkte zufolge (a) offen. 


Da jedes (A°) bis (D°) erfiillende System (System offener Mengen ) 
auch als System von Umgebungen angesehen werden kann, indem man 
jede offene Menge jedem ihrer Punkte als Umgebung zuordnet, so kann 
man nach Nr. 3 die Gleichwertigkeit zweier Systeme von offenen Mengen 
definieren und aus dem Vorstehenden ergibt sich: Zwei Systeme von offenen 
Mengen sind gleichwertig nur dann, wenn sie vollstandig iibereinstimmen. 


. 


5. Bei Untersuchung eines topologischen Raumes ist es bisweilen 
niitzlich, alle jene Mengen als einem Punkt zugeordnet zu betrachten, die 
eine Umgebung U(2) als Teilmenge enthalten**) und die als ,,2 umgebende 
Mengen“ l(a) bezeichnet werden mégen*’). Wir wollen zeigen, daB die 
folgenden Forderungen (A), (B), (C), (D) nicht nur von jedem System 
umgebender Mengen eines topologischen Raumes erfiillt werden, sondern 
diese Systeme auch vollstindig kennzeichnen: 

A) Jedem Punkt zx entspricht mindestens eine U(x); jede U(z) 
enthalt zx. 


(B) a) Der Durchschnitt zweier x umgebender Mengen ist selbst eine 
a2 umgebende Menge; desgleichen b) jede Menge, die eine U(z) als Teil- 
menge hat. 


C) Fiir jede (a) bildet die Menge aller Punkte y, fiir welche U(z ) 
eine y umgebende Menge ist, selbst eine x umgebende Menge. 


D) Ist x+y, so gibt es eine U(x) und eine ll(y) ohne gemein- 
samen Punkt. 


16) Die Definition dieser Mengen ist ersichtlich unabhingig von der Wahl des 
Systems von Umgebungen aus einer Gesamtheit gleichwertiger Systeme. Mit Hilfe 
der offenen Mengen kénnte man die Mengen ll (2) definieren als Mengen mit einer z 
enthaltenden offenen Menge als Teilmenge. 

17) Vgl. Math. Zeitschr. 5 (1919), S. 288. Die gleichzeitige Betrachtung dieser 
allgemeineren Umgebungen und der Umgebungen im urspriinglichen durch Hausdorffs 
Theorie fest gelegten Sinn machte fiir die ersteren eine besondere Bezeichnung notwendig. 
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DaB das System der U(x) diesen Forderungen geniigt, ist unmittelbar 
zu bestatigen. — Seien andererseits in einer Menge ® den Punkten z 
Mengen I(x), die (A) bis (D) erfiillen, zugeordnet. Um zu zeigen, daS 
es einen aus den Punkten von ft gebildeten topologischen Raum gibt, fiir 
den die U(x) gerade mit den umgebenden Mengen der Punkte z zusammen- 
fallen, wollen wir in Rt ,,offene Mengen“ definieren durch die Festsetzung: 
Jede Menge, die fiir alle ihre Punkte umgebende Menge ist, heiBe eine 
offene Menge. Wir haben zu zeigen, daB diese offenen Mengen (A) bis (D°) 
erfiillen. Sei z ein beliebiger Punkt; zu ihm gehdrt nach (A) eine U(x) 
und nach (C) eine Ul,(z), bestehend aus allen Punkten y, fiir welche 
l(a) umgebende Menge von y ist. Sei y, irgendeiner dieser Punkte, also 
U(x) —B(y,), so muB U,(x) nach (C) auch eine y, umgebende Menge 
sein. U,(x) ist also eine x enthaltende offene Menge: (A ) ist erfiillt. 
Zugleich sieht man: 

(e) In jeder U(x) gibt es eine x enthaltende offene Menge. 

Hieraus und aus (D) folgt (D°); ferner folgt (B°) aus (Ba), (C°) 
aus (Bb). Unsere Definition offener Mengen erfiillt also (A°) bis (D°), 
d. h. liefert einen topologischen Raum im friiheren Sinn. Da8 nun fiir 
jeden Punkt x die Gesamtheit der in diesem topologischen Raum den 
Punkt x umgebenden Mengen, — d.h. die Gesamtheit der Mengen mit 
einer x enthaltenden offenen Menge als Teilmenge (vgl. Anm. **)) — zu- 
sammenfallt mit der Gesamtheit aller 11(x) des gegebenen Systems, folgt 
ohne weiteres mittels (Bb) und (e). 


6. Wenn man bei Einfiihrung topologischer Raume statt von Um- 
gebungen von offenen Mengen oder von umgebenden Mengen ausgeht, so 
kann man sofort direkt mittels dieser Grundbegriffe die in Nr. 2 mittels 
des Umgebungsbegrifies eingefiihrten Begriffe ,,innerer“, ,,Rand‘- oder 
,,Haufungspunkt“, ,,in i abgeschlossen“ definieren. Man hat, wie man 
leicht sieht, in den Definitionen nur statt ,,Umgebung U(a)“ iiberall ,,z 
enthaltende offene Menge bzw. ,,2 umgebende Menge ll(x)“ zu setzen. 
Auch ist aus dem Bisherigen klar, wie von den drei Begriffen des ,,Um- 
gebungssystems“, der ,,offenen‘‘ bzw. der ,,umgebenden Menge“ aus jedem 
von ihnen die beiden anderen herzuleiten sind. 

Sei bemerkt, daB alle in Nr. 2 eingefiihrten Begriffe Beziehungen einer 
Menge & relativ zum Raum § darstellen, in den U eingebettet ist. Anderer- 
seits kann man & auch fiir sich allein als einen topologischen Raum an- 
sehen, wenn man als Umgebungen (in &) eines Punktes x von & die Durch- 
schnitte von & mit den Umgebungen von z in § definiert**). Ist nun 
eine Menge & gemeinsame Teilmenge verschiedener Mengen R, von denen 


*) Vgl. Hausdorff, |. c. *), 8. 242. 
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jede vermége eines in ihr eingefiihrten Umgebungssystems einen topologischen 
Raum darstellt, so kénnen sehr wohl die dadurch in & definierten Um- 
gebungssysteme iibereinstimmen oder miteinander gleichwertig sein. Dann 
erscheint ein und derselbe Raum YW in verschiedene Uberriume fi ein- 
gebettet, die Eigenschaften von & relativ zu diesen verschiedenen Raumen 
® kénnen aber jedesmal andere sein’), Hingegen nennt man absolut*) 
solche topologische Eigenschaften eines Raumes % (oder Beziehungen von 
&% zu seinen Elementen und Teilmengen), die & zukommen, unabhingig 
von jeder etwaigen Einbettung in einen Uberraum. Als Beispiele hierfiir 
mégen dienen: Zusammenhdangend heiBt*™') ein Raum Y%, wenn er keine 
Zerlegung in zwei punktfremde, nicht leere, in % abgeschlossene Teile 
$,€ (MW =—B+C) gestattet. LErsetzt man hier das Wort abgeschlossen 
durch offen, so erhalt man zufolge (c) eine vollig gleichwertige Definition, 
die sich bei Zugrundelegung des Axiomensystems (A°... D°) unmittelbar 
auf den Grundbegriff der offenen Menge stiitzt. — Im Punkte x zusammen- 
hangend werde ein Raum W% genannt, wenn es in W eine zusammenhangende 
x umgebende Menge U(x) gibt. — Im Punkte x zusammenhdngend im 
kleinen hei®t ein Raum &, wenn jede x umgebende Menge I(x) in z 
zusammenhangend ist, wenn also in jeder (2) eine zusammenhingende, 
a umgebende Menge %(x) enthalten ist®*). — Zusammenhdangend im 
kleinen**) heiBt ein Raum W, wenn er in jedem seiner Punkte zusammen- 
hangend im kleinen ist. — Komponente eines Raumes Y% hei®t (nach 
Hausdorff, 1. c.) eine zusammenhingende in & enthaltene Menge, wenn sie 
in keiner zusammenhangenden, in & enthaltenen Menge ais echte Tcilmenge 
enthalten ist. 


1”) Z. B. ist die Menge & der Punkte (¢,%,¢), fir die (=0, &°+n*%<1 ist, 
offen im Raum ®’ aller Punkte ¢=0, hingegen abgeschlossen im Raum m” aller 
Punkte E"4n%< 1.. [Nur scheinbar fihren wir R’, R”, & als Teilmengen des drei- 
dimensionalen Raumes aller Punkte (Koordinatentripel) (&,7,¢) ein. Tatsichlich 
handelt es sich nur um die Mengen R’, Rn”, & und um eine miéglichst einfache Be- 
schreibung der in ihnen festzusetzenden Umgebungsbeziehungen; vgl. °). | 

*) Nach F. Klein, Math. Aan. 9 (1876), S. 478. 


*1) Vgl. Hausdorff, |. c.*), 8.244; ebenso schon (fiir speziellere Raume) N. J. Lennes, 
Am. Journ. of Math. 83 (1911), 8.303; analog schon friiher fiir abgeschlossene Mengen 
C. Jordan, Cours d’analyse, 2. éd. (1893), t. 1, p. 25 (d’un seul tenant). 
*) Der Begriff wurde (fiir metrische Raume) eingefiihrt von H. Hahn, Jahresber. 
d. Deutsch. Math. Ver. 23 (1914), S. 318, Sitzungsber. d. Wien. Akad. d. Wiss. 123 (1914), 
S. 2433 und in anderer Ausdrucksweise von St. Mazurkiewicz, vgl. Fundamenta mathe- 
maticae, 1, S. 166 und weitere dort angegebene Zitate, ein verwandter Begriff vorher 
von Pia Nalli, Rend. d. Circ. Mat. di Palermo 82 (1911), S. 392. Vgl. ferner H. Hahn, 
Fund. math. 2, 8.189. Die zweite Form obiger Definition fiir allgemeine topologische 
Raume wurde |. c. *”) gegeben. 
Mathematische Annalen. 88. 20 
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Sei eine Menge punktfremder Raume Ri; gegeben. Als Summenraum 
+, dieser Raume werde der Raum bezeichnet, der aus der Menge der 
Punkte aller Ri, entsteht, wenn als umgebende Menge eines jeden Punktes 
v, von RR, jede Menge erklart wird, die eine den Punkt z, im Raum §, 
umgebende Menge als Teilmenge enthalt (Beispiel bei Ubertragung des 
gewohnlichen Umgebungsbegriffes der £-Ebene auf ihre hier betrachteten 
Teilmengen: i alle ganzen rationalen Zahlen durchlaufend; Ri; die Gerade 
S = ia, R die Geradenmenge sin§ = 0). Sei bemerkt, daB ein Raum ® 
keineswegs immer der Summenraum seiner Komponenten ist™*). Auf die 
Frage, waun dies der Fall ist, kommen wir an anderer Stelle ( Beitrage II, 
Nr. 16) zuriick. — Sei eine geordnete Menge punktfremder Raiume §, ge- 
geben (m. a. W. es wird die Indexmenge der ¢ geordnet vorausgesetzt ). 
Als Produktraum II Ri, der R; wird — in naheliegender Verallgemeinerung 


von Steinitz und Fréchet angegebener Bildungen — der folgendermaBen 
gebildete Raum bezeichnet: Elemente sind alle geordneten Mengen 
x ...@%,...), die entstehen, wenn man aus jedem Raum §; ein Ele- 
ment 2; nimmt und die zx, entsprechend ihren Indizes ordnet; als um- 
gebende Menge U(x°) von 2°=(... aj...) wird jede Menge von Ele- 
menten x erklirt mit folgender Eigenschaft: es gibt zu jedem 2;’ eine 
umgebende Menge l;(z;) in 8, so daB Ul(2°) alle Elemente x = (...2;...) 


enthilt, fiir die jedes x; in U(x?) liegt. (Beispiele: Die £-Ebene ist 
der Produktraum zweier Geraden, der £-Achse und der y-Achse, eine Torus- 
flache der Produktraum zweier Kreislinien, eine Kreiszylinderflache der 
Produktraum einer Geraden und einer Kreislinie.) Welche Anordnung der 
Indexmenge bei der Produktbildung verwendet wird, ist fiir den Produkt- 
raum, abgesehen von der Bezeichnung seiner Elemente, unwesentlich: 
kommutatives Gesetz, speziell also J//R;= KR, < R, = R, ~< R,; es gilt 
s=1,2 

aber auch distributiv R >< (2R,;) = (MR >< R,). **) 

Uber den Relativbegriff der offenen Menge beweisen wir noch zwecks 
spaiterer Verwendung den 


Satz. Wenn % eine im Raum XU offene Menge ist, wobei B also 
selbst hierdurch als Raum definiert ist, wenn ferner © eine im Raum B 
offene Menge ist, dann ist © im Raum %& offen. 


Bezeichnen wir namlich mit ll(z'ft) eine umgebende Menge des 


*) Z. B. ist dies nicht der Fall, wenn R aus allen Punkten der Geraden ~ = 0 
und &= 1/n (n=1,2,...) besteht, wie die Betrachtung der Umgebung eines Punktes 
auf €=0 zeigt. Komponenten sind dabei die einzelnen Geraden. 


**) Man kann auch, wie Fri. E. Noether gelegentlich bemerkte, die Frage nach 
der eindeutigen Zerlegbarkeit in Primfaktoren stellen, von deren Beantwortung wir 
aber wohl noch recht entfernt sind. 
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Punktes x im Raum §, so sind die U(z'$) definiert als Durchschnitte 
B-Uia A) und nach Voraussetzung gibt es fiir jeden Punkt xz von € 
eine B(x A) SB und eine U(z'B)= B-U(z\A)SC, woraus folgt: 
B(x! A)- U(x} B) = (Vw A)-B)- Ula A) — Via A)-U(e|M = Biz We B-C, 
d. h. W(x A)/&E und damit die Behauptung. 


7. Der Ubergang, der von jedem der drei betrachteten Axiomensysteme zu jedem 
anderen mdglich ist, zeigt, daB diese drei Systeme im Wesen die gleiche Abgrenzung 
des Begriffes des topologischen Raumes geben. Wenn wir das Wort ,,Umgebung* fiir 
den Augenblick in allgemeinerer, sowohl] die offenen wie die umgebenden Mengen mit- 
umfassender Bedeutung nehmen, so kénnen wir sagen, daB die drei betrachteten 
Axiomensysteme verschiedene Auffassungen des Begriffes Umgebung darstellen. Hierbei 
wird im besonderen, wenn das System aller offenen Mengen an die Stelle eines be- 
liebigen Umgebungssystems tritt, die Forderung (C) durch eine schdrfere ersetzt und 
zugleich der Umstand beseitigt, daB die Mengen U(x) nur einzelnen ihrer Punkte zu- 
geordnet sind, wahrend andererseits beim Obergang zu den umgebenden Mengen die 
Forderung (C) fallen gelassen wird. Beide Male vereinfacht sich gegeniiber (B) die 
auf den Durchschnitt beziigliche Forderung (B*) bzw. (B). Im dritten Axiomen- 
system ist (C) das ausschlaggebende Axiom. Dieses Axiom finde ich bereits in alteren 
Aufzeichnungen (von Anfang Sept. 1913) iiber ein Axiomensystem fiir ,Umgebungen“, 
za dem Hilberts Charakterisierung von Umgebungen in der Ebene und Fréchets all 
gemeine Limesuntersuchungen die Anregung gegeben hatten*) und wobei die Frage 
ins Auge gefaBt war, — auf die ich noch hoffe, zuriickkommen zu kénnen — nach 
cinem Axiomensystem fiir Umgebungen und einem gleichwertigen fir Limiten ( eventuell 
auch unter Erweiterung auf allgemeinere Folgen, etwa mit transfiniter wohlgeordneter 
Indexmenge™)) derart, da8 nicht nur in der iiblichen Weise aus den Umgebungen die 
Limiten, sondern auch umgekehrt jene aus diesen ableitbar sind*’). Fiir gewéhnliche 
Limiten wurde ich auf ein dem ersten Abzahlbarkeitsaxiom (E) von Hausdorff ana- 
loges Axiom gefiihrt®"). Mit solchen Abinderungen des Axiomensystems sind natiirlich 





D. Hilbert, Math. Ann. 56 (1902) = Grundlagen der Geometrie, 3. Aufl. (1909). 
8.179; M. Fréchet, Rend. d. Cire. Mat. di Palermo 22 (1906), 8.1. 

**) Man vgl. die Raume, die nach Hausdorff, |. c. *), Kap. 7, $1, S. 214 durch 
transfinite geordnete Mengen dargestellt werden; siehe auch diese Beitrige II das 
Beispiel in § 4. 

2°) AuBer den beiden primitiven Fréchetschen Forderungen fiir Limes- Riume 
(classes L~) — vgl. 1. c. *), 8S. 5,6 — geniigen aus Umgebungen abgeleitete Limiten 
eo ipso einer Reihe weiterer Forderungen, so: daB jede aus einer Folge mit dem Limes 
« durch Umordnen, Hinzufiigen endlich vieler Elemente, endlich oftmaliges Setzen der 
Elemente gebildete Folge ebenfalls den Limes z hat, desgleichen jede aus endlich 
vielen Folgen miit dem Limes z durch Vereinigung gebildete Folge;.ferner, falls das 
erste Abzihibarkeitsaxiom (E) — vgl. **) — gilt, daB zu jeder Folge von Folgen mit 


x als Limes der Limites: "e a”, ...; lim =2z™ (m=1,2,...), limz™ =z, Zahlen 
uf A=@ s== 
k, gehdren, so daB lim z,” = z stets, wenn h, >k, fiir jedes n. 
s=a * 


*) Vgl. Hausdorff, |. c.*), Kap. 8. Im iibrigen scheint mir fiir die erwahnte 
Frage niitzlich, die Axiome, die die Umgebungen nur eines Punktes (bzw. die Folgen 
mit demselben Punkt als Limes) betreffen, zu unterscheiden von jenen, die sich auf 
mehrere Punkte beziehen. 


20° 
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Abiinderungen des Begriffes des topologischen Raumes verbunden, die nicht immer 
bloB in spezialisierenden Einengungen bestehen. So hat ein solches etwas abweichen- 
des System L. Vieturis in der schon zitierten (z.T. vor dem Krieg, seit 1913, ent- 
standenen) Arbeit angegeben und als gleichwertig mit einem auf F. Riesz und W. Gro8 
zuriickgehenden Axiomensystem fiir Haufungspunkte nachgewiesen*’). 


B. Umgebungen von Mengen. — Trennbarkeitsaxiome. 


8. Man kann den Begriff der Umgebung, bzw. umgebenden Menge 
in folgender Weise verallgemeinern: Ist & eine Punktmenge eines topo- 
logischen Raumes fi, so heibe jede Menge, welche umgebende Menge eines 
jeden Punktes x von & ist, eine M& umgebende Menge (%). Ferner 
heiBe jede offene, Mf als Teilmenge enthaltende Menge eine Umgebung Ul ( %) 
von &*°); m. a. W.: U(M) enthalt zu jedem Punkt z von & (in jedem 
zu R gehdrigen Umgebungssystem) eine Umgebung von 2 als Teilmenge. 
Besteht % aus einem einzigen Punkt z, ist also A= {2x}, so fallt 
U({x!) mit dem bisherigen 11(z) zusammen und jede U ({x}) ist (wenn 
nicht im urspriinglichen Umgebungssystem, dann in einem gleichwertigen) 
eine l(a). Es gilt der eine Verallgemeinerung des Axioms (C) dar- 
stellende Satz: 


(f) Ist eine die Menge & umgebende Menge U(%) gegeben, so bildet 
die Menge © aller Punkte y, fiir welche 11(M) eine y umgebende Menge 
ist, selbst eine M umgebende Menge, und zwar ist eine offene Menge. 

9. Wie bekannt und auch aus Beispielen ersichtlich, die wir im 
folgenden betrachten, fallen unter den Begriff des topologischen Raumes 
nach der gegebenen Hausdorfischen Definition manche ziemlich seltsame 
Gebilde, sc daB fiir viele Betrachtungen eine engere Abgrenzung des 
Raumbegrifis erwiinscht wird. Hausdorff erreicht solche Einschrankungen 
durch seine beiden Abziahlbarkeitsaxiome. In anderer Richtung liegen 
die im folgenden betrachteten Einschrankungen. Sie kniipfen an das 
Axiom (D) an, das wir im folgenden als ,,erstes T'rennbarkeitsaxiom “ 
bezeichnen und dahin aussprechen kénnen, daB es zu zwei punktfremden 
Mengen %, B stets dann punktfremde Umgebungen U(%), U(B) gibt, 
wenn jede der Mengen & und 8 nur aus einem einzigen Punkt besteht. 
Fiir die wichtigsten Beispiele topologischer Raume ® sind solche punkt- 
fremde Umgebungen 11(%), 11(%) aber noch in viel allgemeineren Fallen 
zweier Mengen &, 8 vorhanden. Insbesondere gilt dies, sobald M und $ 
zwei in R abgeschlossene punktfremde (nicht leere) Mengen sind, fiir alle 
,»,metrischen“ Raéume*'), desgleichen auch fiir alle durch einen Ordnungs- 
typus (einer einfach geordneten Menge) bei entsprechender Umgebungs- 


) 1. c. *), S. 176. 
*) Vgl. Carathéodory, |. c.); Hahn, |. c."). 
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definition **) dargestellten Riume R. Dariiber hinaus gilt, wie wir zeigen 
werden (vgl. Nr. 24) fiir die genannten Raumtypen die Existenz punkt- 
fremder Umgebungen U(%), (8) iiberhaupt stets dann, wenn von den 
punktfremden nicht leeren Mengen &% und $ keine einen Haufungspunkt 
der anderen enthilt. 

Diese Aussagen stellen eine so wesentliche Kennzeichnung des Raum- 
charakters der wichtigsten topologischen Riume dar, daB sie als besondere 
,, Axiome“ (besser ware vielleicht zu sagen: ,,Postulate‘) fiir Umge- 
bungen aufgesteilt und in ihren Folgerungen untersucht zu werden ver- 
dienen. Einen Sonderfall zweic. punktfremder abgeschlossener Mengen 
4,8, mit dem wir uns noch besonders beschiftigen werden, stellt der 
Fall dar, daB die eine der Mengen, etwa $, nur einen einzigen Punkt z 
enthalt: 8 = {xz}. Danach gelangen wir zur Aufstellung von Axiomen, 
die wir der Reihe nach als ,,zwettes“, ,,drittes‘“‘ und ,,viertes T'rennbar- 
keitsaxiom“ bezeichnen und in denen die Existenz punktfremder Um- 
gebungen 11(%), (8) gefordert wird: 

(g) wenn x ein beliebiger Punkt, 8 = {x} und U eine beliebige ab- 
geschlossene, nicht leere, den Punkt x nicht enthaltende Menge ist; bzw. 

h) fiir irgend zwet punktfremde nicht leere abgeschlossene Mengen 
M, B; bzw. 

(i) fiir irgend zwei punktfremde nicht leere Mengen UA, B, deren 
keine einen Hdufungspunkt der anderen enthdlt. 

Jedes dieser drei Axiome umfaBt das vorhergehende™). Wenn wir 
eines dieser Axiome dem Axiomensystem (A...D) fiir Hausdorfische 
Systeme von Umgebungen, oder dem Axiomensystem (A°...D°) fiir 
offene Mengen oder dem Axiomensystem (A... D) fiir umgebende Mengen 
hinzufiigen, so ist es dabei nur nétig, den Begriff ,,abgeschlossen“ bzw. 
,, Haufungspunkt“ auf den betreffenden Grundbegriff ,, Umgebung“ bzw. 
,,offene Menge“ bzw. ,,umgebende Menge“ zuriickzufiihren (vgl. Nr. 2, 6). 
Je nachdem wir unsere drei Trennbarkeitsaxiome fiir den Grundbegriff 
der Umgebung, der offenen Menge oder der umgebenden Menge ausge- 
sprochen denken, wollen wir sie der Reihe nach mit (G), (H), (J) oder 
(G°), (H°), (3°) oder (G), (H), (J) bezeichnen **). 

3) Das sind Raume mit einer der , Dreiecksungleichung“ zy + yz << zz geniigenden 
Definition des Abstands zy = ¥z2>0 irgend zweier Punkte z, y (7¥ = 0 gleichhe- 
deutend mit r=y). Vgl. Hausdorff, |. c.*), S. 211. 

%) Nach Hausdorff, |. c. S. 214. 

33) DaB jedes dieser Axiome wirklich immer wieder eine stirkere Einschrinkung 
des Raumbegriffs bewirkt, wird in Nr. 11, 14, 15 gezeigt. 

%) Die Buchstaben (E), (F) mégen den von Hausdorff so bezeichneten Abzahl- 
barkeitsaxiomen vorbehalten bieiben. 
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10. Wir fiihren zunachst das dritte Trennbarkeitsaxiom in der be- 
sonders einfachen Fassung an, die man erhalt, wenn man es fiir den 
Grundbegriff der offenen Menge ausspricht: 


(H°) Sind G, zwei offene Mengen, deren Vereinigung gleich dem 
Gesamtraum ist: © i = Ri, dann gibt es zwei punktfremde offene Mengen 
&,,9,, so daB Gi G, —=R und H+H, = KR ist. 

DaB ein beliebiger topologischer Raum diesem Axiom nicht geniigt, d. h. da8 
(H = keine Folgerung aus (A°)...(D*) ist, ist etwa an dem von Hausdorff, |. c.*), 
S. 264 angefiihrten (im folgenden etwas spezialisiert wiedergegebenen) Beispiel zu 
ersehen ‘Beispiel 8,): Man betrachte alle Punkte x einer Geraden und definiere 
als offene Mengen alle Mengen, die im gewéhnlichen Sinn offen sind oder aus einer 
im gewOhnlichen Sinn offenen Menge durch Weglassung einer abzahlbaren Punkt- 
menge entstehen. Ist in dem so definierten topologischen Raum © bzw. @ gleich 
der Menge aller Punkte mit Ausnahme von z=0, bzw. mit Ausnahme aller Punkte 
x -1:m (m= 1, 2, 3,...), so ist (H_ ) nicht erfiillt. 

11. Aus (H°) erhalt man das zweite Trennbarkeitsaxiom (G°), 
wenn man darin § durch eine Menge ersetzt, die aus allen Punkten von 
KR mit Ausnahme eines einzigen Punktes z besteht: $= R—{2z}. Man 
erhalt : 

(G°) Ist ® eine offene, den Punkt x enthaltende Menge des Raumes , 
dann gibt es zwei punktfremde offene Mengen G,, H,, so dab © iG, = Ri 
ist und §, den Punkt 2 enthalt. 

G°) ist eine Folge von ( H°) — und den Axiomen (A°, B®, C°, D°) —, 
da eine Menge ® — {x) nach Satz (d) offen ist. DaB (G°) ebensowenig 
wie (H°) eine Folgerung von (A°...D°) ist, zeigt das gleiche oben an- 
gefiihrte Beispiel §,, in welchem ja gerade ein Fall betrachtet wurde, 
wo © alle Punkte mit Ausnahme eines einzigen umfaBt (vgl. auch 
Anm. 35). 

12. Fiir manche Betrachtungen ist es niitzlich, an Stelle der Aus- 
sagen (G°) bzw. (H°) die folgenden mit ihnen véllig gleichwertigen (G’*) 
bzw. (H’) zu verwenden: 

(G*) Zu jeder einen Punkt z umgebenden Menge &(z) gibt es eine 
in ihr enthaltene, abgeschlossene, x umgebende Menge %®(z). 

(H*) Ist & eine abgeschlossene, nicht leere Menge, so gibt es zu 
jeder % umgebenden Menge B(%) eine in ihr enthaltene abgeschlossene, 
% umgebende Menge %(). 

Wir wollen den Beweis der Gleichwertigkeit von (H’) mit (H°) aus- 
fiihren. Der entsprechende fiir (G*) und (G°) verlauft ganz gleichartig. 

Sei also (H'”) erfiillt. Dann ist 9, (als zu G, punktfremd) in R — G, 
und daher in © enthalten: ©, [= R — G, |G oder KR — GEOG, SK — §,. 
Demnach ist @, (als offene Menge) und also auch R — 9, umgebende 
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Menge von % — G. Analog ist H, umgebende Menge von R —%. Beim 
Beweis von (H*) kann man nun %(9%) offen annehmen, da es zu &(W) 
stets eine (gemaG Satz (f) zu bildende) offene & umgebende Teilmenge 
von B(%) gibt, die an Stelle von B(M) genommen werden kann. Sind 
dann @,, $, Mengen, wie sie dem Axiom (H”°) fir 6 = B(A), H = R — A 
entsprechen, so sei (,). = ©, die ,,abgeschlossene Hiille“ (vgl. Nr. 2) 
von 9,, also (R — 9,);— R—H, die (offene) Menge aller Punkte, fiir 
die R — , umgebende Menge ist. Da nun nach dem oben gesagten 
R—H, umgebende Menge von KR — & ist, so folgt R—H,2PR— G, 
d. h. die abgeschlossene Menge §, ist in % enthalten: $ |B(W). Nach 
dem oben Gesagten ist aber 9, und daher auch 9,2, umgebende 
Menge von R—H=—A°A. Setzt man also H, = WA), so ist (H"*) er- 


fiillt. Sei umgekehrt (H") erfiillt und seien G, zwei offene Mengen 
und ©@iH=R. Setzen wir R—H—UA, so ist G2A, also G eine A 
umgebende Menge. Wir wenden (H*) auf 8(%)—=@ an und bezeichnen 


mit $, eine offene & enthaltende Teilmenge von Y(%) (eine solche laBt 
sich gem&B Satz (f) stets bilden). Es ist also 6, P>W oder Hi, = HK. 
Ferner ist ©, = R — W(A) eine offene Menge >R — V(A) = R— G, 
d.h. 64 G,=R und somit (H”°) erfiillt. 


13. Wie bereits erwahnt, ist eines der besprochenen Trennbarkeits- 
: = ; ,o wane . , ° ° on . 
axiome, némlich (G ) véllig gleichwertig mit einem von L. Vietoris auf- 
gestellten Umgebungsaxiom, das, ausgesprochen fiir umgebende Mengen, 
{in unserer Terminologie) so Jautet: 


G*) Zu jeder den Punkt x umgebenden Menge &(2z) des Raumes 
gibt es eine in ihr enthaltene, 2 umgebende Menge 98 (2), so daB KR — W/( 2) 
umgebende Menge von KR — B(z) ist. 

Ganz analog ist mit (H°) gleichwertig die Aussage : 

H”*) Zu jeder die abgeschlossene Menge U umgebenden Menge ¥ (% ) 
gibt es eine in ihr enthaltene U umgebende Menge YW (2), so daB KR — WA) 
umgebende Menge von fi — B(%) ist. 

Es geniige der Nachweis der Gleichwertigkeit von (H~) mit (H’) 
(und daher mit (H°)). Ist in der Tat (H’) erfiillt und B(%) eine die 
abgeschlossene Menge & umgebende Menge, dann geniigt die gemaB (H*) 
vorhandene abgeschlossene Menge %(%) zugleich der Aussage (H*), wie 
daraus ersichtlich ist, daB R — W(U) offen und >R — BA) ist. Ist 
umgekehrt (H") erfiillt und B(%M) eine die abgeschlossene Menge % um- 
gebende Menge, ferner %%,(%)S8(%) gemaB (H*) von der Art, daB 
R — W, (A) und daher auch (R — W, (A)),— R — WA), — unter WM) 
die abgeschlossene Hiille von %&,(%) verstanden —, umgebende Menge 
von R — BV(A) ist, so ist W(M)SB(A) und (H’) erfiillt. 
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14. Es wurde schon gezeigt, daB das zweite Trennbarkeitsaxiom | G°) 
von den Axiomen (A°, B’, c°, D*) unabhangig ist®**). Andererseits ist 
das dritte Trennbarkeitsaxiom (H°) von (A°, B°, C°, D®, G°) unabhangig, 
wie durch folgendes Beispiel belegt werde. 


Beispiel 6,: Die Gesamtheit der Punkte des Raumes & sei durch die Menge 
der Punkte des Ebenenpaares [*=1 im reellen euklidischen dreidimensionalen £ y ¢- 
Raum dargestellt. Jeder Punkt z von R, fiir den 7 2 0 ist (wir wollen diese Punkte 
»Nebenpunkte“ nennen), gelte als isoliert, d. h. jede z enthaltende Menge, speziell die 
Menge {2} gelte als eine z umgebende Menge. Fiir einen ,Hauptpunkt“ x = (&,, 0, ¢,) 
(wo ¢,= +1) werde aber als umgebende Menge ll(x) jede Menge bezeichnet, fiir 
welche ee eine ganze positive Zahl m gibt, so daB in der Menge enthalten sind: 


1. der Punkt (&, 0, ¢,) sowie, mit Ausnahme héchstens abzihlbar unendlich 
vieler, alle iibrigen Punkte der Geraden ¢ = ¢,, = = &,; 


& = &; 

2. fiir jedes n > m alle Pankte der Geraden ¢ = — ¢,, 9 -- 1: (na+arccot &)=, (&), 
héchstens endlich viele Punkte auf jeder dieser Geraden ausgenommen. 

An der unter 2. getroffenen Festsetzung, bei der arccot den zwischen 0 und x 
gelegenen Hauptwert bedeutet, ist wesentlich nur, daB zu jedem £, abzahibar viele 
Gerade 7 = const.(+ 0) gehéren, zu verschiedenen Werten &, aber immer wieder 
andere. Z. B. wire die Festsetzung 9,.(§)=n2 
ebensogut brauchbar. 


DaB diese Festsetzungen (A), (B), (C) erfiillen, ist unmittelbar ersichtlich, 
beziiglich (D) geniige es, da sich die anderen Fille noch wesentlich einfacher er- 
ledigen, zwei Hauptpunkte in verschiedenen Ebenen zu betrachten: 2, =(§,.0,¢,), 
w,=(&,0,¢,), 6=—¢,. Bilden wir dann U(z,;) aus den Punkten der Geraden 
t=¢,,&=&,, sowie aus allen Punkten jeder Geraden (=—¢,, 7 =, (5;) mit Aus- 
nahme des Punktes §=&,+§&,—&,, so sind U(z,), U(z,) offenbar punktfremde z, 
bzw. x, umgebende Mengen. Zugleich mit (A) bis (D) sind (A°) bis (D°) erfiillt. 


arccot § (oder = 4n + arccot 5) 


DaB das Axiom (G°) erfiillt ist, ist gezeigt, wenn wir nachweisen, da8 zu einem 
Punkt z und zu einer z nicht enthaltenden abgeschlossenen Menge & (= R —G) 
stets zueinander punktfremde umgebende Mengen U(x) und ll() existieren. (Zu- 
folge (e) und (f) gibt es dann offene umgebende Mengen 9, = &8(z)cU(z), 
G,=B(U)SU(M), die der Aussage (G*) geniigen). Ist zx ein Nebenpunkt, so 
braucht man hierzu nur (x)= {x}; 1(M%)=R— {x} zu nehmen. Ist x=(&,, 0, 6) 
ein Hauptpunkt, so sei X gleich der Menge aller nicht zu M gehdrenden Punkte der 
Geraden ¢=¢,, §=&,, das sind alle bis auf héchstens abzihlbar unendlich viele, da 
sonst x gegen die Voraussetzung Hiufungspunkt von & ware. Ferner sei 9) die 
Menge aller nicht zu & gehérenden Punkte aller Geraden ¢ = —¢£,, 7 = on (&) (m= 1,2,.-.)- 
Hierbei muB es ein m geben, so daf fiir n > m auf jeder dieser Geraden héchstens 
endlich viele Punkte zu & gehéren, da sonst z Hiufungspunkt von & ware. Offen- 
bar ict + 9=U(z) eine umgebende Menge von x. Andererseits ist R—U(z)=§ 
eine umgebende Menge von &. Fiir die Nebenpunkte von % ist das klar, da Ul (x) 
keinen dieser Nebenpunkte enthalt, desgieichen fiir die Hauptpunkte (&,, 0, ¢,) mit 
&, + &, da B die ganze Gerade (=¢,, §=6&, und alle Geraden [=—,, C= 9, (§,) 
vollig enthalt. Ist aber z,=(&,, 0, —¢,). so enthalt 8 von der Geraden (=—¢,, §=6§, 








%) Das zeigt auch ein Beispiel von L. Vietoris, 1: c.*), S. 174/175, das (G*) als 
unabbangig von (A ... D) nachweist. 
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alle Punkte héchstens mit Ausnahme der abzahlbar unendlich vielen, fiir die 1 = ¢, (&,) 
ist, und § enthalt weiter von jeder Geraden £ = ¢,, » = 9, (§,) alle Punkte hichstens 
mit Ausnahme des einen, fiir den §=£&, ist. 3 ist also umgebende Menge aller 
Hauptpunkte z, +2, und somit auch von &%. AuBerdem ist 8=U() nach Kon- 
struktion zu (a2) punktfremd, (G°) also erfiillt. 

Hingegen ist (H*) nicht erfiillt. Hierzu nehmen wir fiir & bzw. 8 die Menge 
aller Hauptpunkte der Ebene ¢=1 bzw. ¢=-—1, die offenbar beide abgeschlossen 
sind, und behaupten, daB es punktfremde umgebende Mengen U1 (%) und 1 (®) nicht 
geben kann. Fiir G@=R-—U, S5=R—B ist dann (H°) nicht erfillt. In der Tat 
nehmen wir an, es gebe zwei punktfremde umgebende Mengen 11 (%), U(%); indem 
wir 1(%) nétigenfalls durch R—U(&) ersetzen, kénnen wir voraussetzen, es sei 
u(M%)+2(B)=R. In (B) ist dann (als zur Umgebung von (é, 0, —1) gehérig) fiir 
jeden Wert von & eine Gerade (=1, 4=9,(&) (und sogar abzihlbar un- 
endlich viele) ganz oder bis auf endlich viele Punkte enthalten. Das _ ist 
im ganzen eine Menge /' von Geraden »=konst. von der Miachtigkeit ¢ 
des Kontinuums. Andererseits gibt es zu jedem Wert &, héchstens abziblbar 
viele Gerade der Menge J’, so daB der Punkt =&, der betreffenden Ge- 


3.0 

raden zu U(%) gehért. Denn auf jeder Geraden [=1, §=§&, gehéren alle Punkte 
bis auf abzihibar viele zur Umgebung von (&,, 0, 1) also zu 1(%). Bezeichnen wir 
also mit €, die Menge aller auf den Geraden aus I" liegenden Punkte, ferner mit 8 
bzw. © die Menge jener Punkte von &,, die zu il (%) bzw. 11(®) gehdren, so erhalten 
wir eine Zerlegung €,= $+ 0 von der Art, daB in &, auf jeder Geraden & = konst. 
héchstens abzihlbar unendlich viele Punkte zu ©, hingegen auf jeder Geraden 
7» = konst. héchstens endlich viele Punkte zu $ gehéren. Dann miiBte aber eine Zer- 
legung derselben Art wie fiir €, ebenso fiir die ganze §7-Ebene € méglich sein, 
wie man sieht, wenn man die Menge I’ eineindeutig auf die gleichmiachtige Menge 
aller Geraden y = konst. der Ebene € abbildet. DaB aber eine solche Zerlegung von & 
nicht méglich ist, beweisen wir in Nr. 16. 


15. Wir wollen nun noch zeigen, daB auch das vierte Trennbarkeits- 
axiom von den anderen Trennbarkeitsaxiomen unabhingig, d.h. daB (J ) 
keine Folge von (A°, Cc... H°) ist. Hierzu betrachten wir das 


Beispiel 8, eines Raumes R,, den man aus dem Raum §& des Beispiels 8, 
durch Hinzunahme eines weiteren Punktes x, folgendermaBen erhalt. Die Erklérung 
umgebender Mengen fiir alle Punkte z aus ® behilt man bei; als umgebende Menge 
li(a,) wird jede Menge erklirt, die x, enthilt und auBerdem umgebende Menge 
aller Hauptpunkte (beider Ebenen) mit Ausnahme hiéchstens endlich vieler ist. 
Die Axiome (A°...D°) sind dann wieder erfillt. Seien nun &, 8 zwei punkt- 
fremde abgeschlossene Mengen. Wir wollen die Existenz punktfremder umgebender 
Mengen U(%), (8) nachweisen und damit zeigen, da8 (H°) erfiillt ist. Da die 
Mengen %, 8 nicht beide den Punkt z, zum Hiiufungspunkt haben kénnen. da sie 
ihn sonst beide enthalten miBten, so enthalt wenigstens eine der Mengen, etwa &, 
héchstens endlich viele Hauptpunkte. Sei z,=(,,0,¢,) ein Hauptpunkt aus W. 
Da z, nicht Haufungspunkt von 8 ist, gibt es auf der Geraden ( = ¢,, § = § héchstens 
abzahlbar viele Punkte von 8 und es gibt ein m,, so daB fiir n > m, auf jeder Geraden 
C=—,, »=@.(&,) héchstens endlich viele Punkte zu 8 gehéren. Mit B(z,) werde 
die Menge aller nicht zu 8 gehérigen Punkte bezeichnet, die auf der Geraden [ =¢,> 
§=§, oder auf einer der Geraden ¢=—¢,, 7 = n(§,) ("> my) liegen. Es werde 
U(&) gleich der Vereinigung von % mit allen 8 (z,) gesetzt (bzw. 1 (%) = 4, wenn & 
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keinen Hauptpunkt enthalt). Dann ist 11(%) eine umgebende Menge von %. Ferner 
ist die Menge RK, — (%), wie leicht zu sehen, umgebende Menge jedes ihrer Punkte 
und daher eine ® umgebende und zu ll(%) punktfremde Menge. Also ist (H °) er- 
fillt. Dab aber (J°) nicht erfillt ist, folgt, wie im Beispiel 8, durch Feststellung 
der Tatsache, da8 fiir die Menge & aller Hauptpunkte aus ¢=+1 und die Menge B 
aller Hauptpunkte aus {=—1, von denen keine einen Haufungspunkt der anderen 
enthalt, punktfremde umgebende Mengen Ui (%), ii(®) nicht existieren. (Zum Unter- 
schied von Beispiel 8, sind & und % jetzt nicht abgeschlossen, da z, Haufungspunkt 
von &% wie von $ ist, ohne diesen Mengen anzugehéren.) 


16. Wir beweisen den 


Satz. Es ist nicht mdglich, die Menge € aller Punkte (x, y) der 
Ebene so in zwei Teilmengen zu zerlegen: E=E+0, daf auf jeder 
Geraden x= konst. héchstens abzdhlbar unendlich viele Punkte zu © 
und auf jeder Geraden y= konst. héchstens endlich viele Punkte zu 
gehoren. 

Beweis*). Ware € = $+ eine solche Zerlegung und ist X eine 
abzihlbar unendliche Menge von Werten z, ferner Ox die héchstens ab- 
zihlbar unendliche Menge der Punkte (z,, y) aus 0, fiir die x zu X ge- 
hért und Y) die gleichfalls héchstens abzaihlbar unendliche Menge der Werte 
y= y,, fiir die es einen zu Oy gehdrenden Punkt (z,y,) gibt. Dann 
gibt es Werte y= y,, die nicht zu ¥) gehéren. Fiir einen solchen Wert 
y=y, gehdren alle Punkte (xz, y,), fiir die x zu ¥ gehért, nicht zu OD, 
also zu $B, es gibt also auf der Geraden y= y, unendlich viele Punkte 
aus $8, im Widerspruch zur Annahme. 

17. In Nr. 16 ist ein Sonderfall erledigt aus einer Klasse von Fragen, 
die allgemein so lauten: 

(k) Gegeben sind vier Machtigkeiten m, , m,, 1,, 1, (bzw. mt, , m,, m{, my). 
Sei € = E€™'"™* die Menge aller geordneten Paare (x,, z,) [wofiir wir auch 
(a, y) oder (&, 7) schreiben], wo x, eine Menge der Miachtigkeit m,, and 
x, eine Menge der Machtigkeit m, durchlaufen soll*’). Ist I irgendeine 
Menge von ,,Punkten“ (z,, 2,) der ,,Ebene“ €, so bezeichne Wi,° die 
Menge aller Punkte von M, fiir die 2, — 2) ist. Gefragt wird, ob es eine 
Zerlegung € = $ +-O gibt, so daB fiir jedes z, die Menge 0,, eine Mach- 
tigkeit <n, (bzw. < mj) und fiir jedes x, die Menge §§,, eine Michtig- 
keit <n, (bzw. < m{) hat**). 


“) Der Beweis verliuft durchaus parallel mit einer SchluBweise von W. Sierpitiski; 
val. Nr. 18 

7) Verallgemeinerungen dieser Frage auf .mehrdimensionale Raume“ von ,.Punk- 
ten“ (z,, %,..:,2%n) (n> 2) bleiben hier auBer Betracht. 

**) Diese Frage ist mir zuerst bei Untersuchung von Riumen abnlich denen der 
Beispiele S,, G, (vgl. hierzu Nr. 21) in dem besonderen Fall entgegengetreten, da& 
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Dabei werde n,< m,, ng <m, (bzw. mi <m,, mj<m,) voraus- 
gesetzt. Andernfalls liegt naimlich®*) iiberhaupt kein Problem vor, da 
dann entweder die Zerlegung $ = €, OX = 0 oder die Zerlegung ¥ = 0, 
O = € alles leistet. Die Nummern 18. bis 21. enthalten einige Ausfiib- 
rungen tiber diese Fragen und iiber ihr Auftreten bei Untersuchung ge- 
wisser topologischer Raume. Die beiden Typen der Frage (k), der eine 
auf die Miachtigkeiten m,, n,, der andere auf die Machtigkeiten m,, m, 
beziiglich, sollen als Typus (k,) bzw. (k,,;) unterschieden werden. Der 
Typus (k,,) umfaBt Fille, die sich nicht zugleich in Gestalt einer Frage 
vom Typus (k,) bringen lassen, wenn nimlich eine der Machtigkeiten 
mM, = N« und « = 0 oder gleich einer Grenzzahl (Limeszahl) ist. 

18. Wir betrachten die Frage (k,) fiir den Fall, daB m, = m, = m, 
n, =n, =n< mi ist**). Setzt man unter Berufung auf den Wohlordnungs- 
satz und die Theorie der transfiniten Ordnungszahlen m=wx,, 1 =», 
(u, » beliebige Ordinalzahlen), so lautet die Antwort: Eine Zerlegung der 
genannten Art ist dann und nur dann méglich, wenn «=yv-+1, also m 
die unmittelbar auf n folgende Miachtigkeit ist. 


Beweis. Sei w,, die Anfangszahl der Zahlklasse Z(x,.) und a,,@,,...,@o,--- 


bzw. b,, b,, ..-,5,,...(6<@,) eine Zuordnung alle Elemente z bzw. y 
zur Menge aller Ordinalzahlen <,. Sei nun «=—»v-+1, so werde ein 
Element (z, y)=(a., 6s) von € zu $ oder © gerechnet, je nachdem 


a<£ oder «> ist, und die Zerlegung € = — + © ist von der Art, wie 
verlangt. Sei andrerseits « >»-+-1 und angenommen, es gebe eine Zer- 
legung der verlangten Art. Sei Y eine Menge von Elementen y von der 
Machtigkeit »,,,, By die Menge aller Elemente von §, fiir welche y 
zu Y gehért; ferner X die Menge der Elemente z= ~z,, fiir die es ein 
zu By gehérendes Element (2,,y) gibt. Dann ist die Machtigkeit von 
By und daher auch von X héchstens ~,,,, also <m. Es gibt also ein 


m,=m,=c (Machtigkeit des Kontinuums) und n,=n,=x%, ist (d. bh. Og, und Pz, 
héchstens abzihlbar unendlich), — ein Fall, der schon von W. Sierpitiski betrachtet 
wurde (vgl. Anm. 6). Dieser Fall fihrt bei Heranziehung der Theorie der Alephs 
auf die ungeléste Frage, ob c= x, oder >», ist (vgl. Nr.18). Demgegeniiber lieBen 
sich, wie wir sahen, fiir die Raiume der Beispiele 8,, 8, die entsprechenden Fragen 
unter bloBer Verwendung der Nichtabzahlbarkeit des Kontinuums erledigen. 

) Sofern man den Satz gelten la8t, daB fiir zwei Miachtigkeiten m, n stets 
einer der Fille m>n, m=n, m<n vorliegen muB. 

©) In der hier vorliegenden Allgemeinheit verdanke ich den Inhalt dieser Nr. 18 
einer freundlichen Mitteilung von Herrn H. Hahn. Die Ausfiihrung lehnt sich zum 
Teil an die von Herrn Hausdorff mir vermittelten Uberlegungen von W. Sierpitiski 
an [vgl. ®)], die sich auf den Fall n=x,, m=c (Machtigkeit des Kontinuums) be- 
ziehen. Setzt man f(z,y)=0 oder =1, je nachdem (2, y) in $ oder © liegt, so 
erhalt man die in der Einleitung gewahlte Form der Frage. 
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x= 2,, das nicht zu X gehért. Dann gehdren alle Elemente (z,, y), fiir 
die y zu Y gehdrt, nicht zu $%, sondern zu ©. Also hat eine Teilmenge 
von O,, die Machtigkeit x,,,, 0, also eine Miachtigkeit > n, im Wider- 
spruch zur gemachten Annahme. 

Fiir den besonderen Fall » = 0 erhalt man: Ist m—c die Miachtig- 
keit des Kontinuums, so ist eine Zerlegung der Ebene © von der genann- 
ten Art méglich, wenn c= w,, unmdglich, wenn ¢ > x, ist. 

19. Wird die Frage (k,,) fiir den Fall m, —=m,=—m=yx,, mj =m 
=m’ =x,’ <m betrachtet, so ergibt sich: Eine Zerlegung der verlangten 
Art ist dann und nur dann méglich, wenn u =’ ist. Man beweist das 
durch die gleichen Schliisse wie in Nr. 18, wobei im Fall «> wy’ fiir Y 
eine Menge von der Machtigkeit x, zu nehmen ist. 

20. Die gleichen Schliisse gestatten aber auch, die Frage (k) fiir die 
allgemeineren Fille m, = Nu,» Ma = Ny, bzw. it, = Nyy» Mi = ey (Ah = 1, 2) 
zu beantworten, wenn wir fiir Fragen vom Typus (k,,) den Fall, dab 
“, * mw, und die gréBere u der Ordinalzahlen «,, u, eine Grenzzahl (Limes- 
zahl) ist, ausschlieBen, desgleichen den Fall, daB u, = u, = mu eine Grenz- 
zahl, uj + mw, und die gréBere der Zahlen u{, u; gleich w ist“). Hierbei 
wird natiirlich », <u, bzw. us < mu, vorausgesetzt (vgl. Nr.17). Die Ant- 
wort lautet: Eine Zerlegung, wie verlangt, ist dann und nur dann méglich, 
wenn #,= fy =%,+1l=»,+1, bew. wu, = w= wy =p, ist. Die Fille 
méglicher Zerlegungen bleiben also auf die in Nr. 18, 19 mitgeteilten 
beschrankt. 


Sei nimlich «, + “,, etwa wu, > u,, wobei nach Voraussetzung beim 
Problem (k,,) «, keine Grenzzahl sein soll und also u, =«-+ 1 gesetzt 
werden kann. Bestiinde eine Zerlegung wie verlangt, so bezeichne X die 
Menge aller Elemente z= 2,, fiir die es einen zu % gehérenden Punkt 
(2%, y) gibt. Offenbar ist die Machtigkeit von $ — SY’ $,, und daher auch 


y 

die von ,< »,,. [Denn fiir (k,), wo jedes %, eine Miachtigkeit < x,, 
hat, folgt dies aus x,,-N,, = Max (n,,, %-,) <N,,; fiir (ky), wo jedes Z, 
eine Michtigkeit <»,* hat, aber daraus, daB eine Summe von x,, < Ne 
Machtigkeiten, alle <x,;<x,,, also alle Cx, selbst Cx? = ne < Nu, 
ist.| Fiir ein nicht zu X gehérendes Element x = z,, das es daher geben 
muB, gehéren dann alle m, Elemente (z,,y) zu O, d.h. O,, hatte eine 
Machtigkeit > n, (bzw. > mj) gegen die Annahme. 


**) Wesertlich ist dabei nur, die Fille auszuschlieBen, wo die Anfangszahl w, 
der Zahlklasse Z (x) singulir ist, was nur eintreten kann, wenn » Grenzzahl ist, 
dann aber sicher eintritt, wenn @, > ist; vgl. Hausdorff, |. c. *), 8. 128—131. Fiir 
regulires w, aber gilt (wovon wir Gebrauch machen werden), daB > x, <x, ist, 
wenn die Miachtigkeit der Menge der Indizes y und jedes x, <x, ist. * 
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Sei andererseits 4, = u,=—m und etwa w>r,+1>y»,+1 (bzw. 
w#>n,>;). Ist dann X eine Menge von Elementen z von der Mich- 
tigkeit x,,+, (bzw. x,*) und werden Oy und ¥) wie in Nr. 16 erklart, so 
gelangt man analog wie in dem dort behandelten Fall m=c, mj=v»,, 
m{ = x, zu einem Widerspruch. 


21. Fragen von der Art der zuletzt behandelten treten auf, wenn 
man die Giiltigkeit der Trennbarkeitsaxiome feststellen will bei Raumen, 


die ahnlich wie die Beispiele 8,, 8, nach einem der folgenden Muster 
konstruiert werden: 


Beispiel 8,. Gegeben die unendlichen Michtigkeiten m,, m,, p, m{, m{, p’, 
wobei vorausgesetzt wird: m,-p=m,, mim, mjsim,, p’Sp. Der Raum 
R = R(m,, m,, p, m/, mi, p’) besteht aus zwei ,£4-Ebenen“ €™™* der in Nr. 17 
betrachteten Art, unterschieden als die Ebenen €=+1 und (=—1. Unter den 
Elementen 7 sei eines ausgezeichnet und mit 7 =0 bezeichnet, die iibrigen seien auf 
m, eineindeutig den Elementen § zugeordneten Klassen H(f) zu je p Elementen 
aufgeteilt. Die Punkte (&,7,¢) mit 7 + 0 heiBen Nebenpunkte und werden als iso- 
liert erklirt. Als umgebende Menge eines Hauptpunktes 2°=(E°, 0, c°) werde jede 
Menge erklart, in der enthalten sind: 1. 2° und alle Punkte ¢=¢°, & =€° oder alle 
ausgenommen eine Menge von der Machtigkeit < mj; 2. fiir alle zu H(é°) gehdren- 


den Elemente » = 7 — allenfalls eine Menge von einer Machtigkeit < p’ ausgenommen — 
alle Punkte ¢=—¢°, » =% oder alle ausgenommen eine Menge von einer Machtig- 
keit < mf. 


Beispiel 8,. Aus dem Raum R=R(m,, m,, p, m{, mj, p’) des vorigen Bei. 
spiels gewinat man unter Aufrechterhaltung der Festsetzungen fiir ® einen Raum 
R, = R, (m,, m,, p, m{, mf, p’, m*) durch Hinzunahme eines Punktes z,, wenn als 
ll(z,) jede z, enthaltende Menge erklirt wird, die umgebende Menge ist von allen 
Hauptpunkten, oder von allen mit Ausnahme einer Menge von einer Machtigkeit < m;* 
(hierbei m¥ eine unendliche Miachtigkeit < m, ). 

Die Riume der Beispiele 6, 8, sind nur unwesentlich von den Raéumen 
RM(c, c, Rp, NR, Ry, Bo) umd RM, (c, ¢, Xp, Xp, My, Mo, Ro) Verschieden. Ferner erhilt man 
nur unwesentlich von R(c, ¢, My, My, By, Mo) baw. Ry (Cc, ¢, Mo, My, My, Koy Mo) Verschie- 
dene Riume ®, bzw. R), aus Beispiel 8, bzw. B,, wenn man unter Aufrechterhal- 
tung aller iibrigen Festsetzungen von $6, und %, in der Definition der Ul (2) fiir einen 
Hauptpunkt 2 die Bestimmung 2. durch die folgende ersetzt: 

»2)- Fiir jedes n>m alle Punkte der Geraden (= —,, 7 =, (&), héchstens 
abzdhlbar unendlich viele Punkte auf jeder dieser Geraden ausgenommen.*“ 

Bei Untersuchung gerade dieser letzteren Riume sté8t man auf das in der Ein- 
leitung genannte ungeliéste Problem (vgl. Anm. 38). 


22. Nimmt man eines der Axiome (G°) oder (H°) zu den Axiomen 
(A°), (B°), (C°), (D°) hinzu, so erscheint in dem betreffenden Axiomen- 
system das Axiom (D°) als ein Spezialfall von (G°), bzw. (H°): beide 
offenen Mengen & und © bestehen aus allen Punkten mit Ausnahme je 
eines Punktes. Es sei aber ausdriicklich bemerkt, daB bei der gewahlten 
Fassung der Axiome in keinem der Systeme das Axiom (D°) eine Folge 
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der iibrigen Axiome ist, wie folgendes einfache Beispiel zeigt, fiir das 
(A°), (B°), (C°), (G°) und (H®), aber nicht (D°) erfiillt ist: 

Beispiel 6,. Es besteht # aus zwei Punkten und ist selbst die 
einzige nicht leere offene Menge**). Man erkennt den Grund fiir diese 
anfangs etwas paradoxe Unabhingigkeit des Axioms (D°) darin, daB (D°) 
zusammen mit (C°) wesentlich ist, um die Giiltigkeit von Satz (d) (Nr. 2) 
aus dem Axiomensystem ( A°), (B°), (C°), (D°) zu erschlieBen. Man 
kénnte geradezu den Inhalt von Satz (d) als ein Axiom (d°) nehmen und 
daraus zusammen mit (A°), (B*), (C°), (G*) auf (D°) schlieBen. Ganz 
ebenso kénnte man (D°) erschlieBen, wenn man zu (A,B, C°, G°) die 
folgende Forderung an Stelle von (d°) hinzunimmt, die mit einem von 
L. Vietoris mit (D’) bezeichneten Axiom gleichwertig ist **): 

(d?) Zu einem Punkt z und einem Punkt y + x gibt es stets eine 
offene Menge, die z enthalt und y nicht enthilt. 


23. Sei noch ein einfaches Beispiel eines alle Trennbarkeitsaxiome erfiillenden 
topologischen Raums angefiihrt, welches zeigt, daB keines der Hausdorfischen Abzahl- 
barkeitsaxiome (E), (F) eine Folge der Trennbarkeitsaxiome ist*) (Beispiel 8, ): 
KR bestehe aus den Punkten einer Geraden. Alle Punkte x +0 seien_,isoliert“ 
(vgl. B,, Nr. 14). Umgebende Menge des Punktes x=0 sei jede Menge, die alle 
Punkte der Geraden héchstens mit Ausnahme endlich oder abzihlbar unendlich vieler 
von x= 0 verschiedener enthilt. 

Das Beispiel zeigt zugleich, daB auch die Hinzunahme der Trennbarkeitsaxiome 
zu'den Axiomen (A) bis (D) noch nicht alle seltsamen Bildungen ausschlieBt, denen 


man den Namen ,Raum*“ nur eben im Rahmen solcher axiomatischer Untersuchungen 
zugestehen méchte. 


24. Wir beweisen den 


Satz. «) Ist R ein metrischer**) Raum und sind A,B zwei punkt- 
fremde, nicht leere Mengen in Ri, von denen keine einen Haufungspunkt 
der anderen enthdalt, dann gibt es zueinander punktjremde Umgebungen 
U(%), U(B); B) das gleiche gilt, wenn KR ein durch einen einfachen 
Ordnungstypus im friither**) genannten Sinn dargestellter topologischer 
Raum ist. — Die genannten Raume erfiillen also das vierte und daher 
jedes der Trennbarkeitsaxiome. 


**) Vgl. auch L. Vietoris, 1. c. *), S. 174, Beispiel fiir Unabhangigkeit (D’) von 
(A), (B), (C). 

**) L_c., S. 174; analog 148t sich das von Vietoris wie hier mit (D) bezeichnete 
Axiom aus seinen Axiomen (A), (B), (C), (E) zusammen mit (D’) folgern. 

**) Beziiglich des Trennbarkeitsaxioms (G°), baw. (G*) vgl. auch Vietoris, |. c., 
8. 175, Anm. 6. 

*) Vgl.*"), baw. *). Satz «) findet sich bereits — im Rahmen von Untersuchungen 
iiber euklidische Riume — bei Hausdorff, 1. c. *), S. 335 bewiesen, im wesentlichen 
auf die gleiche fiir beliebige metrische Riume anwendbare Weise wie oben. 
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Beweis von a). Sei 0<¢c<}. Jeder Punkt x von &% hat einen 
Abstand o9(z,8)>0 von %. Bezeichnet U(2z; 0) die (offene) Menge 
aller Punkte y, fiir die zy < 9 ist, so werde U(M) gleich der (gleichfalls 
offenen) Vereinigung der fiir alle x gebildeten Mengen WU (2; co(x,%)) 
genommen. Ganz ebenso werde 11(%) gebildet. Ware dann z ein (2%) 
und 1(%) gemeinsamer Punkt und z ein Punkt von A, y ein Punkt 
von 8, so daB z in U (2; co(x,B)) und in U(y; co(y, A)) liegt, so ware 
22+ yz<co(x,B)+ce(y,A), was der aus 22+ 92 > zy > 0(2,B) 
bzw. o(y, M&) folgenden Ungleichung zz +- yz > } (o (x, B) + o(y, U)) wider- 
spricht. In dem Sonderfall, daB & und 8 abgeschlossen sind, also einen 
Abstand 90(&%,8)> 0 haben, kann man den Beweis offenbar noch ein- 
facher fiihren. 


Beweis von #) (unter Verwendung des Auswahlpostulates). Mit 2 
werde die (unter Umstinden leere) Menge R—WM— %B bezeichnet. Es 
kann Paare z, y von Elementen geben, so daB z zuU, y zu B gehort, 
so daB ferner die Menge & aller Elemente zwischen x und y zu & ge- 
hért und da8 sowohl x als y Haufungselement von § sind. Eine solche 
Menge & heiBe ein ,,neutrales Intervall“. Dann denken wir in jedem 
neutralen Intervall zwei Elemente n_, n, 80 gewahit, daB die Anordnung 
<n, <n, <y bew.y<n, <n, <a gilt. Zu jedem Element x von 
bestimmen wir nun eine Menge 8*(z) und unterscheiden hierzu beziig- 
lich der Menge X* der Punkte >2z die Félle: a) X* enthalt ein Ele- 
ment y, so daB x<z<-y ein neutrales Intervall ist. Wir setzen dann 
BV"(a) gleich der Menge aller Elemente z, fiir die ciz<n, gilt; 
b) x ist Haufungselement des Durchschnitts %-%* von M und X*, aber 
nicht des Durchschnitts U%-X* und es liegt nicht Fall a) vor. Wir wahlen 
ein Element n, von 2-%*, so daB jedes Element z zwischen n, und x 
zu ® gehért und setzen B*(x) gleich der Menge aller Elemente z, fiir 
die z<z~<n, gilt; e) x ist Haufungselement des Durchschnittes U.X* ; 
wir wahlen ein Element z, von &X*, so daB es kein Element y von B 
gibt, fiir das x<y< a, gilt, und setzen B*(z) gleich der Menge aller 
Elemente z, fiir die ri z<~a2, gilt; d) a ist nicht Haufungselement 
von X*, d. bh. es gibt ein kleinstes Element von ¥* oder X* ist leer 
und ~ ist das gréBte Element in R. Wir setzen dann B*(x) = {z}. 
Analog werde &~ (x) beziiglich der Menge X der Elemente < z definiert 
und &(z) gleich der Vereinigung B* (x); B(x), ferner U(M) gleich der 
Vereinigung der fiir alle z von & gebildeten G(x) gesetzt und analog 
l1(%) definiert. Hatten nun U(%) und U(%B) einen Punkt z gemein, so 
miiBte z sowohl einer B(z) als einer B(y), etwa B(x) und B(y,) an- 
gehéren. Sei beispielsweise z,< y,. Da kein B(x) ein Element y und 
kein B(y) ein Element x enthalt, mu8 z=», zu N gehéren und es muB 
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zwei Elemente z,,2, in der Anordnung x, < 2, < mn, < 2, < y, geben, so 
daS B*(z,) durch z Sz < 2, und B"(y,) durch z, <z<y, gegeben ist. 
Nach der Art der Definition der B*(z) kann z, nicht zu $ und als Ele- 
ment von B(y,) nicht zu W gehdren; es ist also z, und analog z, zu N 
gehérig. Fiir 8*(a,) liegt daher keiner der Fille c), d), sondern a) oder b) 
vor; daher gehéren alle Elemente z, fiir die z, < 2< z, ist, zu N, des- 
gleichen analog alle, fiir die z, << z< y, ist; es ist also x <z< y, ein 
neutrales Intervall, d. h. fiir B* (z,) liegt Fall a) vor und es ist z, = n,, 
analog 2, =, und n, =z, <2,—m, im Widerspruch mit unseren Fest- 
setzungen. l1(%) und 11(%) sind also punktfremd, wie behauptet. 

|Zusatz bei der Korrektur: Uber mir nicht zugingliche Literatur 
der letzten Zeit verdanke ich der Freundlichkeit von Herrn Hellmuth Kneser 
(Géttingen) eine Reihe kurzer Mitteilungen, denen ich entnehme, daB ins- 
besondere in amerikanischen Zeitschriften Untersuchungen von M. Fréchet 
und E. W. Chittenden erschienen sind, die Axiomensysteme fiir allgemeine 
topologische Riaume (,,classes“) und ihre gegenseitigen Zusammenhange 
zum Gegenstand haben und mit denen die vorstehenden Uberlegungen 
manche Beriihrungspunkte aufweisen. | 


Erlangen, 29. Mai 1922. 


( Eingegangen am 1. 6. 1922. 


Alfred Ackermann -Teubner-Gediachtnispreix. 


Der von Herrn Hofrat Dr. Alfred Ackermann-Teubner in Leipzig im 
Jahre 1912 bei der Universitat Leipzig errichtete ,,Alfred Ackermann-Teubner- 
Gedichtnispreis zur Férderung der mathematischen Wissenschaften“ ist in 
diesem Jahre durch das Preisgericht Herrn Professor Dr. Paul Koebe in Jena 
fiir seine drei Abhandlungen ,,Ober die Uniformisierung der algebraischen 
Kurven“ in den Math>matischen Annalen I. 67 (1909), II. 69 (1910), 
Jil. 72 (1912) zuerkannt worden. 
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